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RESUME

En utilisant des techniques de calcul variationnel, nous obtenons un payoff, fonction d’'une
variable aléatoire fixée, permettant de couvrir optimalement - au sens de la minimisation
de I'Expected Shortfall a un seuil donné - un payoff fonction d’une autre variable aléatoire.
Dans de nombreux cas pertinents en finance, le résultat obtenu aboutit a des payoffs op-
timaux en formule fermée. Du point de vue théorique, le résultat obtenu fournit aussi des
bornes pour le probléme classique de la minimisation de I'Expected Shortfall avec des ins-
truments financiers donnés.
© 2018 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. This is an open access
article under the CC BY-NC-ND license
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

Version francaise abrégée

Considérons un espace mesurable (€2, 7) muni d’'une mesure de probabilité IP. Soient X et Y deux variables aléatoires
définies sur Q et i valeurs dans R? et R¥ respectivement. On suppose que X a une densité px sous [P et 'on note Sx son
support. On introduit une mesure de probabilités Q absolument continue par rapport a P et I'on note qx la densité de X
par rapport a Q.

E-mail address: olivier.gueant@univ-paris1.fr.

https://doi.org/10.1016/j.crma.2018.03.010
1631-073X/© 2018 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. This is an open access article under the CC BY-NC-ND license
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).


https://doi.org/10.1016/j.crma.2018.03.010
http://www.ScienceDirect.com/
http://www.sciencedirect.com
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
mailto:olivier.gueant@univ-paris1.fr
https://doi.org/10.1016/j.crma.2018.03.010
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.crma.2018.03.010&domain=pdf

434 0. Guéant / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 356 (2018) 433-438

Pour une fonction borélienne h: Rk — R telle que h(Y) € L1(2,P) et un seuil d’Expected Shortfall o € (0, 1) (voir Eq. (4)
pour la définition de I'Expected Shortfall), le probléme traité dans cet article est celui de la minimisation - en réalité trouver
un minimiseur - de

gePr> ESE(Y) — g(X)), (1)

P ={g:RY— R fonction borélienne|g(X) € L'(2,P) N L' (R, Q), E¢[g(X)] = 0}.

Ce probléme est, en mathématiques financiéres, un probléme de design optimal de payoff écrit sur X pour couvrir, au
sens de la minimisation de I'Expected Shortfall, un payoff écrit sur Y. Il est intimement lié au probléme plus classique de la
couverture en Expected Shortfall (connu sous le nom de ES/CVaR-hedging), dans lequel les instruments de couverture sont,
en revanche, fixés (voir [1] et [2] pour un résultat général d’existence et des méthodes numériques).

Le résultat général que nous obtenons stipule que le payoff optimal est relié a la Value at Risk sous la probabilité condi-
tionnelle P(-|X). Il est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 0.1. Supposons que

— h(Y) n’a pas d’atome sous P(-| X = x) pour tout x € Sy,

1 (1 — ) IX® F o 4x(x) 1
— VxeSx,akx):=1-(~1 a)px(x) >0, ie. 0 < T—a

P(-|X)
— VaR,x, (h(Y)) e L1(Q,P).

Soit g € B définie par

g(x) = VaRg((%‘)X:x) (h(Y)) —t*, sixeSx
0 six ¢ Sx,
ou
e =E2 [Vary (h(v)]. N
Onavge®,

ESE(h(Y) — g(X)) <ESL(h(Y) — E(X)).

Dans le cas particulier ot Y est a valeurs réelles et h croissant (le cas décroissant se traite aussi aisément), on a un
résultat particulier donné par le corollaire suivant.

Corollaire 0.2. Supposons que

— Y est avaleurs réelles (i.e. k = 1) et n’a pas d’atome sous P(-|X = x) pour tout x € Sy,
1

-Wesmauyzl—a—aﬂﬁx>atag%<

T—a’
— h est croissant (pas nécessairement strictement) et h (VaRg(&))() (Y)) eL(Q,P).

Soit g € B définie par
h (VarE =0 (1)) — B2 [ (varL(O ) ] sixe sy

ﬂ@z{ ]
0, six ¢ Sx.

OnaVvg e’p,
ESE(h(Y) — g(X)) < ESE (h(Y) — E(X)).

Ce résultat permet d’obtenir des formules explicites pour le payoff optimal de couverture dans des cas trés généraux,
par exemple des distributions marginales presque quelconques pour X et Y et une structure de dépendance de type copule
Student (voir Eq. (9)) - ce cas contient en particulier le cas des vecteurs Student (voir Eq. (10)) et des vecteurs gaussiens
(voir Eq. (11)).
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