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By using variational techniques, we provide an optimal payoff written on a given ran-
dom variable for hedging – in the sense of minimizing the Expected Shortfall at a given 
threshold – a payoff written on another random variable. In numerous financially relevant 
examples, our result leads to optimal payoffs in closed form. From a theoretical viewpoint, 
our result is also useful for providing bounds to the classical Expected Shortfall minimiza-
tion problem with given financial instruments.

© 2018 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. This is an open access 
article under the CC BY-NC-ND license 

(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

r é s u m é

En utilisant des techniques de calcul variationnel, nous obtenons un payoff, fonction d’une 
variable aléatoire fixée, permettant de couvrir optimalement – au sens de la minimisation 
de l’Expected Shortfall à un seuil donné – un payoff fonction d’une autre variable aléatoire. 
Dans de nombreux cas pertinents en finance, le résultat obtenu aboutit à des payoffs op-
timaux en formule fermée. Du point de vue théorique, le résultat obtenu fournit aussi des 
bornes pour le problème classique de la minimisation de l’Expected Shortfall avec des ins-
truments financiers donnés.

© 2018 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. This is an open access 
article under the CC BY-NC-ND license 

(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

Version française abrégée

Considérons un espace mesurable (�, F) muni d’une mesure de probabilité P. Soient X et Y deux variables aléatoires 
définies sur � et à valeurs dans Rd et Rk respectivement. On suppose que X a une densité p X sous P et l’on note SX son 
support. On introduit une mesure de probabilités Q absolument continue par rapport à P et l’on note qX la densité de X
par rapport à Q.
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Pour une fonction borélienne h : Rk → R telle que h(Y ) ∈ L1(�, P) et un seuil d’Expected Shortfall α ∈ (0, 1) (voir Eq. (4)
pour la définition de l’Expected Shortfall), le problème traité dans cet article est celui de la minimisation – en réalité trouver 
un minimiseur – de

g ∈P �→ ESPα(h(Y ) − g(X)), (1)

où

P = {g : Rd →R fonction borélienne|g(X) ∈ L1(�,P) ∩ L1(�,Q),EQ [g(X)] = 0}.
Ce problème est, en mathématiques financières, un problème de design optimal de payoff écrit sur X pour couvrir, au 

sens de la minimisation de l’Expected Shortfall, un payoff écrit sur Y . Il est intimement lié au problème plus classique de la 
couverture en Expected Shortfall (connu sous le nom de ES/CVaR-hedging), dans lequel les instruments de couverture sont, 
en revanche, fixés (voir [1] et [2] pour un résultat général d’existence et des méthodes numériques).

Le résultat général que nous obtenons stipule que le payoff optimal est relié à la Value at Risk sous la probabilité condi-
tionnelle P(·|X). Il est donné par le théorème suivant.

Théorème 0.1. Supposons que

— h(Y ) n’a pas d’atome sous P(·|X = x) pour tout x ∈ SX ,
— ∀x ∈ SX , α(x) := 1 − (1 − α)

qX (x)
p X (x) > 0, i.e. qX (x)

p X (x) < 1
1−α ,

— VaRP(·|X)

α(X)
(h(Y )) ∈ L1(�, P).

Soit g ∈P définie par

g(x) =
{

VaRP(·|X=x)
α(x) (h(Y )) − t∗, si x ∈ SX

0, si x /∈ SX ,

où

t∗ = EQ
[

VaRP(·|X)

α(X) (h(Y ))
]
. (2)

On a ∀g̃ ∈ P,

ESPα(h(Y ) − g(X)) ≤ ESPα(h(Y ) − g̃(X)).

Dans le cas particulier où Y est à valeurs réelles et h croissant (le cas décroissant se traite aussi aisément), on a un 
résultat particulier donné par le corollaire suivant.

Corollaire 0.2. Supposons que

— Y est à valeurs réelles (i.e. k = 1) et n’a pas d’atome sous P(·|X = x) pour tout x ∈ SX ,
— ∀x ∈ SX , α(x) := 1 − (1 − α)

qX (x)
p X (x) > 0, i.e. qX (x)

p X (x) < 1
1−α ,

— h est croissant (pas nécessairement strictement) et h 
(

VaRP(·|X)

α(X) (Y )
)

∈ L1(�, P).

Soit g ∈P définie par

g(x) =
{

h
(

VaRP(·|X=x)
α(x) (Y )

)
−EQ

[
h

(
VaRP(·|X)

α(X) (Y )
)]

, si x ∈ SX

0, si x /∈ SX .

On a ∀g̃ ∈ P,

ESPα(h(Y ) − g(X)) ≤ ESPα(h(Y ) − g̃(X)).

Ce résultat permet d’obtenir des formules explicites pour le payoff optimal de couverture dans des cas très généraux, 
par exemple des distributions marginales presque quelconques pour X et Y et une structure de dépendance de type copule 
Student (voir Eq. (9)) – ce cas contient en particulier le cas des vecteurs Student (voir Eq. (10)) et des vecteurs gaussiens 
(voir Eq. (11)).
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