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Resumen

Tener la capacidad para analizar un sistema desde un punto de vista dinámico puede ser muy útil en muchas circunstancias

(sistemas industriales, biológicos, económicos, . . . ). El análisis dinámico de un sistema permite conocer su comportamiento y la

respuesta que presentará a distintos estímulos de entrada, su estabilidad en lazo abierto, tanto local como global, o si está afec-

tado por fenómenos no lineales, como ciclos límites o bifurcaciones, entre otros. Si el sistema es desconocido o su dinámica es

lo suficientemente compleja como para no poder obtener un modelo matemático del mismo, en principio no sería posible reali-

zar un análisis dinámico formal del sistema. En estos casos la lógica borrosa, y más concretamente los modelos borrosos de tipo

Takagi-Sugeno (TS), se presentan como una herramienta muy poderosa de análisis y diseño. Los modelos borrosos TS son aproxi-

madores universales tanto de una función como de su derivada, por lo que permiten modelar sistemas no lineales en base a datos

de entrada/salida. Puesto que un modelo borroso es un modelo matemático formalmente hablando, a partir del mismo es posible

estudiar aspectos de la dinámica del sistema real que modela tal como se hace en la teoría de control no lineal. En este artículo se

presenta una metodología para la obtención de los estados de equilibrio de un sistema no lineal, la linealización exacta de su modelo

borroso de estado completamente general, el estudio de la estabilidad local de los equilibrios a partir de dicha linealización, y la

utilización de la metodología de Poincare para el estudio de órbitas periódicas en modelos borrosos. A partir de esa información, es

posible estudiar la estabilidad local de los estados de equilibrio, así como la dinámica del sistema en su entorno y la presencia de

oscilaciones, obteniéndose una valiosa información del comportamiento dinámico del sistema. Copyright© 2015 CEA. Publicado
por Elsevier España, S.L. Todos los derechos reservados.
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1. Introducción

El análisis dinámico de un sistema permite conocer su com-

portamiento y la respuesta que el mismo presentará a distintos

estímulos de entrada. Si el sistema es desconocido o su dinámi-

ca es lo suficientemente compleja como para no poder obtener

un modelo matemático del mismo (López-Baldán et al., 2002),

en principio no sería posible realizar un análisis dinámico for-

mal del sistema. Si no se posee un modelo matemático, bien sea

por desconocimiento del funcionamiento interno del sistema, o

por la excesiva complejidad del mismo, se puede generar un

modelo en base a datos de entrada-salida del sistema y, a partir

de este modelo, estudiar la dinámica del sistema original.
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La herencia tradicional de la ingeniería de control ha sido

lineal, de hecho, cuando es posible asumir, como ocurre en mu-

chas aplicaciones, que los problemas son suficientemente loca-

les, es permisible obtener su solución usando métodos lineales.

Sin embargo, cuando los problemas son de naturaleza global, el

uso de métodos no lineales se convierte en una necesidad.

La razón fundamental que exige el uso de modelos no li-

neales es que la dinámica de los modelos lineales no es lo su-

ficientemente rica como para describir una serie de fenómenos

que se dan de forma asidua en la vida real (Marquez, 2003, An-

dújar et al., 2004, Andújar y Bravo, 2005). El comportamiento

dinámico de los sistemas lineales, independientemente de su

orden, está gobernado esencialmente por los autovalores de su

matriz de estado. Sin embargo, los sistemas no lineales tienen

un comportamiento mucho más variado, pudiendo originar os-

cilaciones autoexcitadas, conocidas como ciclos límite, un com-

portamiento aperiódico y críticamente sensibles a las condicio-

nes iniciales, el caos (Wiggins, 2003), así como otros fenóme-
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nos dinámicos exclusivos de los sistemas no lineales, como la

existencia de múltiples estados de equilibrio y las bifurcaciones

(Sastry, 1999), entre otros.

El punto de partida idóneo en el análisis de un sistema no

lineal es su representación mediante un modelo matemático, ge-

neralmente un modelo de estado. Cuando el sistema es conoci-

do y su dinámica no es excesivamente compleja, es posible ob-

tener un modelo de estado del sistema; sin embargo, en multitud

de ocasiones el sistema objeto de estudio puede ser demasiado

complejo, ya sea por su dinámica o por su dimensión, o simple-

mente porque se desconocen las ecuaciones que gobiernan su

funcionamiento. En estos casos, la lógica borrosa se presenta

como una poderosa herramienta ya que permite modelar siste-

mas altamente no lineales a partir de datos de entrada-salida.

Esta modelización puede ser cualitativa (Grande et al., 2005,

Andújar et al., 2006, Aroba et al., 2007, Jiménez et al., 2009)

o estrictamente analítica, aprovechando el hecho de que los sis-

temas TS son aproximadores universales tanto de la función

(Kosko, 1994, Wang, 1992) como de su derivada (Kreinovich

et al., 2000, Mencattini et al., 2005). Por lo tanto, aunque el

sistema sea desconocido, es factible obtener un modelo borroso

del mismo. Un modelo borroso es un modelo matemático for-

malmente hablando, así pues, a partir de este modelo es posible

estudiar aspectos de la dinámica del sistema real siempre que su

precisión sea suficiente. Esta forma de abordar el problema per-

mite enfrentarse a sistemas no lineales y de difícil modelización

por técnicas matemáticas usuales.

El conocimiento de los estados de equilibrio que posee un

sistema, así como la estabilidad de dichos estados, son datos

que pueden resultar muy interesantes a la hora de analizar o di-

señar un sistema de control. Si se parte de un sistema completa-

mente desconocido, esta información puede aclarar en muchos

aspectos el funcionamiento del mismo, así como facilitar el di-

seño de un sistema de control adecuado.

En este artículo se muestra una metodología para analizar

un sistema no lineal general, inicialmente desconocido, a par-

tir de un modelo borroso TS. El artículo está organizado como

sigue: en la sección 2 se introduce al lector en la formulación

del problema y se presentan las ecuaciones que se utilizarán pa-

ra la representación del modelo del sistema. En el apartado 3

se presenta la linealización exacta de un modelo TS completa-

mente general. Posteriormente, en la sección 4 se plantea una

propuesta de procedimiento para el análisis dinámico del sis-

tema para, en la sección 5 aplicar dicho procedimiento a dos

ejemplos. Finalmente se presentan algunas conclusiones.

2. Formulación del problema

Sea n el orden del sistema y m su número de entradas, un

modelo TS equivalente de un sistema continuo puede ser repre-

sentado por (Takagi y Sugeno, 1985, Babuška, 1995, Babuška

y Verbruggen, 1995, Nguyen et al., 1995):

R(l,i) : Si x1 es Al
1i y . . . y xn es Al

ni
y u1 es Bl

1i y . . . y um es Bl
mi

Entonces ẋl
i =

n∑
k=0

al
ki x̃k+

m∑
j=1

bl
jiu j,

(1)

donde l = 1..Mi es el índice de la regla y Mi el número de

reglas que modelan la i-ésima ecuación diferencial del proceso,

ẋi. x̃k es la k-ésima coordenada del vector de estado extendido

(Andújar y Barragán, 2005, Andújar et al., 2009, 2014a), siendo

x̃ = (x̃0, x̃1, . . . , x̃n)T = (1, x1, . . . , xn)T.
De esta forma, la salida del modelo borroso puede calcular-

se a través de la expresión siguiente, que representa el modelo

borroso de estado del sistema (Wang, 1994, 1997):

ẋi = fi(x,u) =

n∑
k=0

aki x̃k +

m∑
j=1

b jiu j, (2)

donde aki(x,u) y b ji(x,u) son coeficientes variables (Wong et al.,

1997) definidos por:

aki(x,u)=

Mi∑
l=1
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i(x,u)al
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Mi∑
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i(x,u)

, b ji(x,u)=

Mi∑
l=1

wl
i(x,u)bl

ji

Mi∑
l=1
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i(x,u)

(3)

wl
i(x,u) representa el grado de activación de las reglas del

modelo del sistema, y los vectores σl
i y αl

i representan los con-

juntos de parámetros adaptables de los antecedentes de las re-

glas en los universos de discurso de las variables de estado y las

señales de control, respectivamente.
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3. Linealización de un modelo borroso de estado

La linealización es una de las técnicas más empleadas en el

diseño de sistemas de control no lineales. Aunque es una técni-

ca no muy recomendable en muchos casos, ya que se desprecian

los efectos de las no linealidades de los sistemas controlados, sí

que puede ser válida para controlar sistemas no muy complejos,

o cuya dinámica sea conocida, en regiones donde su comporta-

miento sea aproximadamente lineal.

Además de como método de control, la linealización pue-

de emplearse para obtener información de un sistema no lineal.

Es sabido que, con algunas salvedades, el comportamiento de

un sistema no lineal en torno a un estado de equilibrio es muy

similar al del sistema linealizado en torno a dicho estado (Nij-

meijer y Schaft, 1990, Sastry, 1999, Slotine y Li, 1991); por lo

tanto, la obtención del sistema lineal equivalente de un mode-

lo borroso no lineal puede ser una herramienta muy útil para

obtener información del sistema original.

Sea el modelo de estado genérico de un sistema no lineal

dado por:

ẋ(t) = f (x(t),u(t)) , (5)

el desarrollo en serie de Taylor hasta orden 1 de dicho sistema

en torno a un punto (x0,u0), determina que éste se puede apro-

ximar por la expresión (6), siendo x̄ = x − x0 y ū = u − u0, y

donde las matrices del sistema lineal se calculan mediante las

expresiones (7), (8) y (9).
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