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El pseudoespectro es una gran herramienta para el estudio de sistemas dinamicos asociados a matri-
ces no normales. En las dltimas décadas su estudio y aplicacién se ha intensificado, por lo que realizar
su calculo de forma eficiente resulta de especial interés para la comunidad cientifica. Para matrices
de grandes dimensiones se han empleado diferentes métodos, entre los cuales destacan los métodos de
proyeccién en espacios de Krylov. En este trabajo se utiliza la idea propuesta por Wright y Trefethen para
aproximar el pseudoespectro de la matriz usando una proyeccioén H,;, de menor tamafo. Adicionalmente,

Palabras clave:

l;;zgijc;isg:cég]ov se propone una descomposicién del dominio en subregiones asignando a cada procesador una subregién.
Proyeccion Cada procesador calcula el menor valor singular de la matriz (zI — Hp,) para todos los valores z=x+yi

que representan los puntos de la subregion asignada. Se realizaron diferentes experimentos numéricos
cuyos resultados fueron contrastados con los obtenidos en la bibliografia. En todos los casos estudiados el
método implementado muestra una reduccién del tiempo de ejecucién respecto a la versién secuencial

del programa desde 41x hasta 101x.
© 2013 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Publicado por Elsevier Espafia, S.L.U. Todos los
derechos reservados.

Paralelizacién de datos

A parallelizable scheme for pseudospectra computing of large matrices

ABSTRACT

Keywords: The pseudospectra is a powerful tool to study the behavior of dynamic systems associated to non-normal

Pseudospectra matrices. Studies and applications have increased in the last decades, thus, its efficient computation has

Ilfry!ovtmethods become of interest for the scientific community. In the large scale setting, different approaches have been
rojection

proposed, some of them based on projection on Krylov subspaces. In this work we use the idea proposed by
Wright and Trefethen to approximate the pseudospectra of a matrix A using a projection H,, of smaller
size. Additionally, we propose a domain decomposition of the interest region into subregions which
are assigned to a set of processors. Each processor calculates the minimal singular values of matrices
(zI - Hy) where z=x+Yyi represents a point of the corresponding subregion. We conduct a numerical
experimentation comparing the results with those on the literature of the topic. In all cases the proposed
scheme shows a reduction in CPU time with respect to the sequential version, achieving from 41x to 101x.
© 2013 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Published by Elsevier Espaiia, S.L.U. All rights
reserved.

Data parallelism

1. Introduccién A € C™" es altamente no normal’ la informacién que nos ofrece

el espectro? de la matriz resulta insuficiente para analizar ciertos

El calculo de los autovalores y los autovectores de las matrices es
un paso importante en muchas aplicaciones derivadas de diferentes
ramas de la ciencia y la ingenieria; sin embargo, cuando la matriz
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fenémenos importantes, como por ejemplo el comportamiento de
las soluciones de sistemas dindmicos o el estudio de los operadores
y de sus perturbaciones [1].

! La matriz A € C"*" es no normal si AA" + A’A, donde A es la matriz conjugada
traspuesta de A.
2 A(A)={z e C: rank(zl — A) < n} = {z € C : (zI — A) essingular}.
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Cuando la matriz A es de grandes dimensiones el interés se
centra en calcular solo una parte del pseudoespectro?, y es sufi-
ciente utilizar alguna técnica de proyeccién para aproximarlo. En
la practica, las proyecciones en espacios de Krylov han resultado
ser efectivas en el calculo del pseudoespectro [2,3], ya que brindan
informacién importante sobre los autovalores y tienen bajo costo
computacional en comparacién con métodos clasicos que obtie-
nen una descomposicién en valores singulares de la matriz en cada
punto de la malla, incrementando el costo computacional de O(n3)
[3]. Como sabemos, cada autovalor de una matrizA de orden n es un
nimero complejo A =a+ bi que puede ser representado en el plano
mediante las coordenadas (a, b). El pseudoespectro de A puede ser
caracterizado por una serie de contornos o curvas de nivel que
encierran el conjunto de autovalores de esta matriz, lo cual sig-
nifica que calcular el pseudoespectro es equivalente a hallar estas
curvas; por esta razon, en la practica el resultado de este calculo es
una grafica de contornos.

En este trabajo se calcula el pseudoespectro de matrices gran-
des y dispersas usando el método de reinicio implicito de Sorensen
|4] para hallar una proyeccién H, de A en un subespacio de Krylov.
Adicionalmente, se propone la implementacién de un paralelismo
de datos y se realiza un anadlisis de rendimiento de la propuesta
comparada con los resultados obtenidos al ejecutar la versién
secuencial. La idea principal detras del paralelismo de datos esta
intrinseca en la metodologia del calculo del pseudoespectro, una
vez que se trata de hallar una serie de contornos o curvas de nivel
alrededor de los puntos (a, b) que representan los autovalores A;
(i=1, ..., n) de la matriz A de orden n. El proceso natural para
hallar estos contornos comienza con la definicién de una malla de
puntos en el plano. La ubicacién de la malla de puntos general-
mente se hace en una regiéon de interés (por ejemplo, en aquella
donde se encuentran los autovalores de mayor magnitud), mien-
tras que el tamafio de la malla obedece a la relacién posicién/costo
computacional y ambas decisiones quedan a juicio del usuario.
Posteriormente, y tomando en cuenta que el calculo del pseudoes-
pectro requiere conocer el minimo valor singular de (zI — A) para
todos los puntos z=x+yi, donde (x, y) es un punto de la grilla, y que
este calculo puede realizarse en paralelo, basta con dividir la gri-
lla de acuerdo al namero de procesadores disponibles de manera
balanceada.

Para describir el trabajo realizado hemos dividido el documento
en 6 secciones: la seccién 2 comenta los trabajos relacionados con
los métodos utilizados para el calculo del pseudoespectro y sus
implementaciones paralelas; la seccién 3 describe el método de
proyeccién con estrategia de reinicio implicito; la seccién 4 mues-
tralapropuesta paralelarealizaday define las matrices utilizadas en
la experimentacién numérica; la seccién 5 realiza el andlisis de los
resultados obtenidos para las matrices estudiadas utilizando como
métricas de rendimiento el speedup y la eficiencia. Finalmente, la
seccién 6 muestra las conclusiones del trabajo y seflala futuras
lineas de investigacion.

2. Trabajos relacionados

En esta seccibn mostramos los aportes que anteriormente han
realizado otros autores y que estan relacionados con los métodos
para el calculo del pseudoespectro y sus implementaciones parale-
las.

2.1. Métodos para el cdlculo del pseudoespectro

Nuestro interés se centra en calcular |(zI-A)~!| utilizando
| x|l 2, para lo cual se necesita calcular el minimo valor singular

3 Ac(A) es el conjunto de niimeros z € C tales que: ||(zI—-A)'|>€~1,€>0.

de A en cada punto z de la malla (Sp;,(zI —A)). Este valor puede
obtenerse aplicando la iteracién inversa a B=(zI— A) (zI — A), con
(zI — A)" lamatriz conjugada traspuesta de (zI — A), en lugar de hallar
la descomposicién en valores singulares de A.

Un esquema mads eficiente para calcular sp;(zI—A) usa el
método de Lanczos inverso aplicado a la matriz B=(zI — A)"(zl - A).
En cada iteracién de este método es necesario resolver sistemas de
ecuaciones lineales con (zI—A)" y (zI—A), de manera que resulta
aconsejable obtener inicialmente la factorizacién de Schur de la
matriz A para reducir el costo computacional por iteracién. Este
procedimiento es el nicleo de eigs, el principal paquete computa-
cional de MATLAB para el cdlculo del pseudoespectro desarrollado
por T.G. Wright y mantenido por M. Embree [5]. No obstante, aun-
que este método es de uso comn, su aplicacién a matrices de gran
dimensién no es posible debido a limitaciones de memoria o a su
alto costo computacional. Adicionalmente, cuando la matriz es dis-
persa, manejar esta limitacion puede llevar a destruir o a no poder
sacar partido del patrén de dispersion de la matriz. En este caso,
es preferible utilizar un método de proyeccién que permita traba-
jar con una matriz H, de menor dimensién (m«n). En [6] K. Toh y
L. Trefethen proponen usar la iteracion de Arnoldi para obtener la
siguiente factorizacién:

AV = VinHm + fmey,, (1)
(o]
Avm = Vm+1ﬁma (2)

donde V;; es una matriz de n x m cuyas columnas son ortonorma-
les y H, es la matriz de Hessenberg superior de (m+ 1) x m. De esta
forma, el pseudoespectro de la matriz A puede ser aproximado por
el pseudoespectro de la matriz rectangular H,;, de menor dimen-
sién [7]. Sin embargo, y a pesar de que la iteracién de Arnoldi
puede ser usada para obtener la factorizacién en (2), es posible
que el pseudoespectro de Hy; sea una aproximacién deficiente del
pseudoespectro de A, razén por la cual se utilizan estrategias de
reiniciacion.

Una de las implementaciones mas robustas del método de
Arnoldi con estrategia de reinicio es IRAM (Implicitly Restarted
Arnoldi Method). Esta implementacién fue propuesta por Soren-
sen en [4,8] e implementada en MATLAB (eigs) y Fortran (ARPACK
[9]). Wright y Trefethen [2] usaron IRAM en el cédlculo del pseu-
doespectro de matrices dispersas de gran tamaifio. Actualmente,
IRAM y otros métodos basados en funciones de transferencia son
ampliamente usados para calcular el pseudoespectro a gran escala
(véanse, por ejemplo, los trabajos de [3,7,10]). En particular, en este
trabajo usaremos ARPACK [9] debido a su comprobada eficiencia
computacional en el calculo de autovalores de matrices de grandes
dimensiones.

2.2. Paralelizacion del cdlculo del pseudoespectro

Hasta ahora hemos comentado los métodos mds comtinmente
utilizados para realizar el calculo del pseudoespectro en una arqui-
tectura convencional. Sin embargo, en la literatura también existen
otras investigaciones relacionadas con el calculo en paralelo del
pseudoespectro [11-13]. Todos estos trabajos han evaluado dife-
rentes métodos utilizando una red de computadores formada por
unos pocos procesadores y usando MATLAB como lenguaje de pro-
gramacion junto con alguna interfaz de comunicacién para realizar
el paso de mensajes entre los procesadores tales como MPITB,
PVMTB y MultiMATLAB, entre otras [11,12]. Sin embargo, es bien
conocido por todos que la funcionalidad de MATLAB es permi-
tir implementar de forma rapida prototipos de nuevos métodos
numéricos para evaluar su comportamiento y resolver problemas,
para luego implementarlos en otros entornos de programacién que
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