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RESUMEN

En este trabajo se presenta una metodologia parala resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes para los
fluidos viscoplasticos de Bingham y de Herschel-Bulkley mediante el método de los elementos finitos mix-
tos estabilizados velocidad/presién. Se desarrolla una formulacion tedrica y se realiza la implementacién
computacional.

Los fluidos viscoplasticos se caracterizan por presentar una tensién de corte minima, denominada
tension de fluencia. Por encima de esta tension de corte minima el fluido comienza a moverse. En caso
de no superarse esta tension de fluencia, el fluido se comporta como un cuerpo rigido o cuasirrigido, con
velocidad de deformacién nula.

Se presentan inicialmente las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible. Se incluye una
revision de los modelos reoldgicos viscoplasticos. Se hace una descripcion detallada de los mismos. Se
describen los modelos viscoplasticos regularizados de Papanastasiou. Se proponen modelos regularizados
de doble viscosidad como alternativa a los cominmente usados.

Se formula el modelo discreto, asi como la formulacién estabilizada con los métodos de subescalas
algebraica (Algebraic SubGrid Scale [ASGS]), de subescalas ortogonales (Orthogonal Subgrid Scale [0SS]) y
de subescalas ortogonales desacopladas (split-0OSS).

La metodologia descrita en este trabajo proporciona la base para el desarrollo de una herramienta
computacional para estudiar flujos viscoplasticos confinados, muy comunes en la industria.
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Stabilized finite elements for Bingham and Herschel-Bulkley confined flows.
Partl: Formulation

ABSTRACT

This work presents a methodology for the solution of the Navier-Stokes equations for Bingham and
Herschel-Bulkley viscoplastic fluids using stabilized mixed velocity/pressure finite elements. The theo-
retical formulation is developed and implemented in a computer code.

Viscoplastic fluids are characterized by a minimum shear stress called yield stress. Above this yield
stress, the fluid is able to flow. Below this yield stress, the fluid behaves as a quasi-rigid body, with zero
strain-rate.
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First, the Navier-Stokes equations for incompressible fluid are presented. A review of the viscoplastic
rheological models is included, with a detailed description of these models. The regularized viscoplas-
tic models due to Papanastasiou are described. Double viscosity regularized models are proposed as an
alternative to the models commonly used.

The discrete model is developed, and the Algebraic SubGrid Scale (ASGS) stabilization method, the
Orthogonal Subgrid Scale (OSS) method and the split orthogonal subscales method are introduced.

The methodology proposed in this work provides a computational tool to study confined viscoplastic

flows, common in industry.

© 2014 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Published by Elsevier Espafia, S.L.U. This is an open
access article under the CC BY-NC-ND license (http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

1. Introduccion

En el presente trabajo se presenta la formulacién continua y su
correspondiente versién discreta para modelos de elementos fini-
tos mixtos velocidad/presion de flujos confinados viscoplasticos de
Bingham y de Herschel-Bulkley.

Los fluidos viscoplasticos de Bingham y de Herschel-Bulkley
son fluidos no-newtonianos que se caracterizan por presentar una
tensién de corte minima, denominada «tensién de fluencia». Por
encima de esta tensién de corte minima el fluido comienza a
moverse. En caso de no superar esta tensién de fluencia, el fluido se
comporta como un cuerpo rigido o cuasirrigido, con velocidad de
deformacién nula.

En la industria, los fluidos de Bingham pueden modelar el
comportamiento de las pinturas, de los plasticos, de productos ali-
menticios como la mayonesa y el kétchup, entre otros. Los fluidos
de Herschel-Bulkley incluyen, por ejemplo, el comportamiento de
las pastas, algunos geles y los fluidos de perforacién. En el medio
ambiente, estos fluidos pueden modelar flujos de detritos, entre
otros.

El movimiento de los fluidos isotérmicos se describe mediante
las ecuaciones de conservacion de masay momentum, representado
por las ecuaciones de Navier-Stokes. Numerosos ensayos experi-
mentales han demostrado que las ecuaciones de Navier-Stokes bajo
condiciones isotérmicas describen exactamente el flujo incompre-
sible de los fluidos. Las ecuaciones de Navier-Stokes requieren de
una ecuacién constitutiva para caracterizar el tipo de fluido. Esta
ecuacion define el valor de las tensiones en funcién de la dina-
mica del flujo y esta asociada con la viscosidad del fluido (modelo
reolégico).

El modelo que dio inicio al estudio de los materiales visco-
plasticos fue el modelo plastico de Bingham [1], formulado por
Eugene C. Bingham para describir el comportamiento de las pintu-
ras.Elmodelo de Herschel-Bulkley [2] se considera como un modelo
generalizado de Bingham, aunque ha sido menos estudiado que el
modelo de Bingham.

Ambos fluidos exhiben una fuerte discontinuidad en su compor-
tamiento reolégico debido a la existencia de la tension de fluencia
que es dificil de tratar numéricamente. Para solventar este pro-
blema, autores como Bercovier y Engelman 3], Tanner y Milthorpe
[4] y Beris et al. 5], entre otros, han propuesto diferentes formula-
ciones regularizadas. Tanner y Milthorpe fueron los primeros que
simularon el problema utilizando un modelo de doble viscosidad
aplicable a ambos fluidos. Beris y sus colegas centraron sus estu-
dios en el fluido de Bingham, utilizando el criterio de Von Mises
[6] en las zonas de no fluencia y el modelo ideal de Bingham en
la zona de fluencia. En 1987, Papanastasiou [ 7] propuso un modelo
regularizado aplicable tanto en las zonas de no fluencia como en las
zonas de fluencia para estos 2 fluidos. Souza Mendes y Dutra (SMD)
[8] han propuesto recientemente una modificacién del modelo de
Papanastasiou.

En el presente trabajo se proponen nuevos modelos regulari-
zados para el fluido de Bingham y el fluido de Herschel-Bulkley

como alternativa a los modelos regularizados comdnmente
usados.

En el caso de los materiales viscoplasticos, el método numé-
rico mas utilizado es el método de los elementos finitos (MEF)
[7,9-11].Paraabordar el problema de flujo incompresible mediante
el MEF, se emplea la formulacién mixta de velocidad/presion (u/p).
La formulacién estandar de Galerkin presenta 2 fuentes de inesta-
bilidades.

La primera es la presencia del término convectivo en las ecua-
ciones de gobierno que puede resultar en oscilaciones numéricas
en el campo de la velocidad. La segunda fuente de inestabilidad es
la combinacién inapropiada de espacios de interpolacién para los
campos de velocidad y presién. Esta falta de estabilidad produce
oscilaciones numéricas en el campo de las presiones. Para que el
problema discreto sea estable, los espacios de interpolacién usados
para la velocidad y la presién deben satisfacer la condicién inf-sup
de compatibilidad o condicién de Babuska-Brezzi [12]. La formula-
cién de igual interpolacién lineal usada en este trabajo no cumple
con la condiciéon Babuska-Brezzi [13].

En ambos casos el problema necesita estabilizarse para poder
probar convergencia a la solucién del problema. Los métodos de
estabilizacién mas usados en la actualidad estan basados en los
métodos de subescalas. Hughes fue el pionero en estos métodos
de subescalas (SubGrid Scale [SGS]), proponiendo el método de
estabilizacién de subescalas algebraicas (Algebraic SubGrid Scale
stabilization method [ASGS]) [14] para una ecuacién escalar de
difusién-reaccién. Codina[15] amplié esta aproximacién algebraica
aplicandola a sistemas escalares multidimensionales.

Posteriormente, Codina [15] propuso adoptar un espacio
de subescalas ortogonales al espacio de los elementos finitos,
fundamentando asi el método de estabilizacién de subescalas
ortogonales (Orthogonal Subscale Stabilization method [OSS]). El
meétodo OSS se ha aplicado al problema de Stokes, al problema de
conveccién-difusién-reaccién y a las ecuaciones de Navier-Stokes,
entre otros [15,16]. La estabilizacién OSS ha sido reformulada en
una nueva versiéon del método llamada estabilizacién split-OSS [17],
computacionalmente mds ventajosa. Actualmente se usan en pro-
blemas muy variados, tanto de mecanica de fluidos [15,17-21]
como de mecanica de sélidos [19,22-31].

En la parte1 de este trabajo se presenta el problema del flujo
confinado con un amplio desarrollo de los modelos constituti-
vos para flujos viscoplasticos de Bingham y de Herschel-Bulkley,
asi como los modelos viscoplasticos regularizados propuestos en
este trabajo. Finalmente, se presenta el modelo discreto incor-
porando los modelos de Bingham y de Herschel-Bulkley. Como
métodos de estabilizacién se discuten los métodos ASGS, OSS y
split-0SS.

2. Modelo continuo para el problema del flujo confinado
El problema continuo de dindmica de fluidos incompresibles

e isotérmicos puede resolverse completamente considerando las
ecuaciones de Navier-Stokes.
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