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RESUMEN

Se presenta un esquema adaptativo para problemas tridimensionales de conveccién-difusion discretiza-
dos mediante el Método de Elementos Finitos. El esquema adaptativo incluye una estrategia de remallado
basada en la imposicién de un volumen maximo de los elementos a partir de una malla de referencia.
El remallado permite aumentar o disminuir drasticamente el tamafio de los elementos en un solo paso,
de forma automatica. Se mantiene una calidad de la malla adecuada; y, como consecuencia, el nimero de
iteracciones necesarias para solucionar el sistema de ecuaciones lineales mediante algoritmos iterativos
se mantiene constante. Se presentan 2 ejemplos de caracteristicas muy distintas que permiten analizar
la propuesta para un amplio rango de situaciones. Uno es una extensién tridimensional del problema
de Smolarkiewicz y el otro es una versiéon simplificada del problema de transporte de contaminacién
emitida por un emisor puntual. Los resultados muestran la flexibilidad de la propuesta. Es posible
encontrar un valor 6ptimo de frecuencia de remallado, desde el punto de vista de coste computacional

y precisién de los resultados, para ambas tipologias extremas de problemas.
© 2011 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Publicado por Elsevier Espaiia, S.L. Todos los
derechos reservados.

Adaptive scheme for three-dimensional convection - diffusion problems

ABSTRACT

We present an adaptive scheme for three-dimensional convection-diffusion problems discretized by the
Finite Element Method. The adaptive scheme is based on a remeshing strategy that applies a maximum
volume constraint to the elements of a reference mesh. The remeshing can increase or decrease drasti-
cally the size of the elements in a single step automatically. With this strategy, the mesh quality does not
deteriorate; as a consequence, the number of iterations required to solve the system of linear equations
using iterative algorithms is kept constant. Two examples of very different characteristics are presented
in order to analyze the proposal for a wide range of situations. The first is a three-dimensional extension
of the Smolarkiewicz problem and the second is a simplified version of a point source pollutant trans-
port problem. The results show the flexibility of the proposal. An optimal remeshing frequency, from a
computational cost and accuracy of the results point of view, can be defined for both kinds of problems.
© 2011 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Published by Elsevier Espafia, S.L.

All rights reserved.

1. Introduccién

del sistema de ecuaciones a resolver. Los esquemas adaptativos
requieren un indicador o estimador del error que cuantifique

Los esquemas adaptativos se emplean para resolver numéri-
camente ecuaciones en derivadas parciales con discretizaciones
disefiadas para minimizar o controlar el error de la solucién.
Mediante la adaptatividad de la discretizacién espacial se puede
ajustar la precisién de la solucién numérica segliin se requiera,
optimizando las necesidades de memoria motivadas por el tamafio
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la necesidad de incrementar o disminuir la densidad de la
discretizacion, asi como una estrategia de remallado eficiente [1].
Uno de los esquemas de remallado mas habituales es la bisec-
cién de elementos [2-4], que consiste en insertar nodos nuevos
en las aristas, las caras o el interior de los elementos que tengan
una medida del error superior a una tolerancia. Este algoritmo se
aplica de forma recursiva, dividiendo sucesivamente los elementos
en un numero prefijado de elementos en su interior. La calidad de
los nuevos elementos creados es ligeramente inferior a la de los
de la malla anterior, pudiendo aparecer elementos de mala calidad
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en la frontera de las zonas que se deben refinar y las que no [5,6],
especialmente en geometrias complejas o donde la variacién fijada
del tamaiio de los elementos es grande. La disminucién de la cali-
dad de la malla provoca el mal condicionamiento de los sistemas
lineales que aparecen al resolver el problema, cosa que a su vez
hace que sean necesarias mas iteraciones para converger cuando
se resuelven estos sistemas mediante esquemas iterativos [7,8]. La
pérdida de calidad de la malla puede solventarse recolocando los
nodos de la discretizacion mediante técnicas de suavizado [9,10].
Existen métodos que permiten mejorar la calidad de la malla man-
teniendo el tamafio de los elementos [11]. Sin embargo, al emplear
suavizados se pierde una de las ventajas principales de los métodos
de biseccién que es la facilidad de proyeccion de la solucién entre
mallas sucesivas.

Otra técnica de remallado, tipicamente empleada para gene-
rar elementos anisotrépicos, consiste en generar una nueva malla
basandose en una métrica definida a partir del estimador o indica-
dor del error [12]. Se genera la malla de forma que el error presente
una distribucién uniforme, tomando como criterio de medida la
métrica definida. Esta estrategia ha sido utilizada en problemas de
conveccién-difusiéon para generar mallas de cuadrilateros en pro-
blemas bidimensionales [13,14] o tetraedros en tridimensionales
[15].

En este trabajo se propone utilizar un esquema de rema-
llado de este segundo tipo, de forma que se pueda aumentar y
disminuir drasticamente, en un solo remallado, la densidad de
elementos donde se considere necesario, manteniendo mallas de
calculo de buena calidad. El esquema adaptativo se utiliza para
resolver problemas tridimensionales de conveccién-difusién linea-
les, discretizados mediante el Método de los Elementos Finitos.
En la siguiente seccién se introduce el problema matematico, la
estrategia de resolucién numeérica y el esquema adaptativo. Poste-
riormente, se describe la estrategia de remallado y su aplicacién a
2 ejemplos: una extension tridimensional del problema de Smolar-
kiewicz [16] y una versién simplificada del problema de transporte
de contaminacién emitida por un emisor puntual [4]. Los 2 ejemplos
tienen soluciones con caracteristicas muy diferentes. En el primer
caso la solucién presenta grandes y crecientes variaciones en una
zona acotada del dominio. En el segundo la solucién tiene variacio-
nes mas suaves, pero valores de interés varios érdenes de magnitud
inferiores a los impuestos en las condiciones de contorno y se tras-
lada a lo largo del dominio. Se finaliza destacando las principales
conclusiones del estudio.

2. Esquema adaptativo

Se considera el siguiente problema genérico de conveccién-
difusién:

diu+a-Vu—V.(D-Vu)=s enQ x(0,T)

u(x, 0) = up(x) en 2 (1)

Mu=0 end2 x (0, T)

donde a es la velocidad advectiva, D es el tensor de difusiones, s el
témino fuente y M las condiciones de contorno, que deben cumplir
las condiciones de regularidad necesarias, véase Verfurth [17].

El problema se integra en el tiempo mediante el esquema de
Crank-Nicolson. La discretizacién espacial se realiza con Elementos
Finitos estabilizados mediante la formulacién de Minimos Cua-
drados [18]. El sistema lineal de ecuaciones se resuelve mediante
Gradientes Conjugados Precondicionados con una factorizacién
incompleta de Cholesky [19,20].

En el algoritmo 1 se presenta la propuesta, siendo u, el vector
que contiene la solucién en los nodos en el instante t,=nAt
con At=mét. El esquema adaptativo se aplica Gnicamente a la
discretizacién espacial, manteniendo constante el paso de tiempo

St. El valor de m es el niimero de pasos de tiempo que se calculan
con una misma malla de calculo. Se remalla cada At.

Habitualmente los esquemas recalculan la solucién de cada blo-
que de pasos de tiempo, hasta que el indicador o el estimador de
error de la solucién o la sucesién de mallas generadas cumplen un
determinado criterio de convergencia [21,22]. Los esquemas que no
recalculan la solucién tienden a acumular maés error en la solucién
[15], en cambio, presentan un coste computacional mas reducido.
En el esquema propuesto se propone no recalcularla, a excepcién
del primer bloque de pasos de tiempo. Esta estrategia es adecuada
si es la primera malla de calculo la que determina los resultados
posteriores o si la variacién espacial de la solucién entre remalla-
dos no es muy elevada. En otras situaciones puede ser conveniente
incorporar el recalculoy la verificacién de la convergencia para cada
At.

Algoritmo 1. Esquema adaptativo

while No convergencia do
Calcular [0, At] (m pasos de 4t)
Remallar

end while

Interpolar

Guardar u;

i=1

while iAt<Tdo

Calcular [iA¢, (i+1)At] (m pasos de 6t)
Remallar

Interpolar

Guardar ugj;q)

i=i+1

end while

La malla de célculo inicial se utiliza como malla de referencia a
lo largo de todo el problema. Es una discretizacién muy poco densa,
comparada con las de calculo posterior, establecida fundamental-
mente con criterios de representaciéon geométrica del dominio.
Puede incluir informacién sobre la solucién y su evolucion si se
dispone de ella.

Tras la convergencia del primer bloque de pasos de tiempo de
calculo, en los siguientes se calcula la solucion, se aproxima el error,
se genera una nueva malla y se interpola la solucién a la nueva
malla.

El error se aproxima mediante un indicador del error. En
la literatura se encuentran distintos indicadores de error para
problemas de conveccién-difusién [23]; por ejemplo, el valor de
la propia solucién, su gradiente [4] o su curvatura [24]. La elec-
cién es mas critica en esquemas r-adaptativos que en esquemas
h-adaptativos, como el planteado en esta propuesta [25]. En los pri-
meros, el indicador de error actia como criterio en un proceso de
optimizacién que busca el minimo de error para un ndmero
de grados de libertad fijado. Sin embargo, en los segundos se
incorporan nuevos grados de libertad con el fin de que la precisién
de los resultados aumente. Los primeros estan mas condicionados,
por lo que requieren que el indicador sea mas preciso.

Los indicadores definidos a partir del gradiente o de la maxima
diferencia de la solucién en los elementos son habituales; por ejem-
plo:

Ne = | Vtt] e )

siendo | - | qe la norma de - en los elementos 2. Este tipo de indi-
cadores tienden a producir mallas refinadas donde el gradiente de
la solucién aproximada es mayor. Esto es ttil en diversos proble-
mas, por ejemplo en los que se quiere localizar una capa limite [26],
pero no para otros. En problemas de calidad de aire con emisores
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