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En este trabajo se ha utilizado la formulacién estabilizada de elementos finitos Unusual Stabilized Finite
Element Method (USFEM) asociada al método de Rothe para resolver el problema del redistanciamiento en
el método de Funciones de Nivel. Se ha utilizado el método de Rothe primero para el avance de la solucién
en el pseudotiempo y la formulacién USFEM para la solucién del problema advectivo-reactivo en estado
estacionario, para cada paso de tiempo resultante. Se han hecho ejemplos en 2D y se han comparado
sus resultados con el esquema de estabilizacién SUPG, incrementado con un operador de captura de

discontinuidades no lineal.
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ABSTRACT

In this work we use the Unusual Stabilized Finite Element Method (USFEM) associated to Rothe’s method
for solving the redistancing problem in the Level Set Method. Rothe’s method is used first for advancing
the solution in (pseudo)time and USFEM for solving the resulting steady advective-reaction problem in
each time step. Several 2D problems are solved and results compared with SUPG scheme supplemented
with a nonlinear discontinuity-capturing operator.
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1. Introducciéon

Los problemas de la hidrodinamica que involucran el fenémeno
de flujo en superficie libre suscitan un gran interés en cientificos de
diversas areas: oceanografia, ambiental, recursos hidricos, aeroes-
pacial, entre otras. La trayectoria seguida por el agua después de la
rotura de una presa, la agitacién de un liquido dentro de un tanque
o el rompimiento de las olas sobre las estructuras costeras o mari-
timas son fenémenos que han motivado el surgimiento de muchos
métodos numeéricos en el intento por describir adecuadamente el
movimiento de la interfase entre una parte liquida de mayor densi-
dad (p. ej., agua, petréleo) y una parte gaseosa de menor densidad
(p. €j., aire, gas).

En particular, para el flujo en superficie libre se desarrolla-
ron varios métodos numeéricos con el propdsito de describir el
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fenémeno apropiadamente. Dichos métodos pueden agruparse en
2 grandes familias: los que hacen un seguimiento de la interfase
(Interface-Tracking) y los que capturan la interfase propiamente
(Interface-capturing)[1-4]. En este trabajo se hace referencia exclu-
sivamente a los tltimos.

Los métodos que capturan la interfase emplean una malla fija
que abarca los dominios de las fases presentes, no solo la que es
de interés de estudio (la fase liquida en la mayoria de las veces)
sino también la fase gaseosa. Los métodos denominados Volumen
de Fluido (Volume of Fluid en inglés, o simplemente VOF) [5-7] y
Funcién de Nivel (Level Set en inglés, o simplemente LS) [8-10] son
los que se utilizan con mas frecuencia. En Xia et al. [11] se puede
encontrar una revision de las aplicaciones de LS en CFD para la
industria aeroespacial.

Los métodos LS son técnicas numéricas que se emplean para
calcular la posicién de frentes que se propagan [2,3]. Se basan
principalmente en la adveccién de una funcién que determina una
curva o superficie, definida en todo el dominio y que abarca las
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fases de los fluidos involucrados (generalmente 2), cuyo valor de
la funcién es cero en la interfase entre ambos. Una de las principa-
les ventajas de usar LS es su capacidad de tratar eficientemente los
cambios de topologia y/o discontinuidades presentes en la curva o
superficie [8].

La solucién de la ecuacién de transporte dependiente de un
(pseudo)tiempo, que advecta la funcién de lainterfase, se hizo porel
esquema de Rothe [12] que establece que primero se realiza la dis-
cretizacion temporal y luego la discretizacion espacial, empleando
alguno de los esquemas de estabilizacién presentes en la litera-
tura. En este trabajo se empled la formulacién de elementos finitos
estabilizados USFEM [13].

El trabajo esta dividido en las siguientes secciones: en la seccién
2 se presenta la formulacién matematica y numérica del problema
de captura de interfase usando el método de las funciones de nivel
(LS), la descripcién de la discretizaciéon temporal empleando el
método de Rothe, la descripcién del esquema estabilizado de ele-
mentos finitos USFEM empleado en la discretizacién espacial, y por
altimo, la descripcién de la formulacién estabilizada de elementos
finitos clasica SUPG [14] con operador de captura de discontinuida-
des CAU [15]. Enla seccidn 3 se presenta una serie de experimentos
numéricos que permitieron demostrar el buen desempefio de la
formulaciéon USFEM propuesta, comparando los resultados con el
esquema SUPG incrementado con el operador de captura de dis-
continuidades no lineal CAU. Finalmente, la seccidn 4 presenta las
conclusiones de este trabajo y los futuros retos que deben ser abor-
dados.

2. Formulaciéon matematica y numérica del problema de
transporte advectivo
2.1. Formulacién del problema

El problema de evolucién de la interfase se puede escribir

como una ecuaciéon de transporte advectivo dependiente de un
(pseudo)tiempo t [16]:

%+B'V¢=5igﬂ(¢o) (1)
v,

B = |V¢|Slgn(¢0) (2)

@(x,t =0) = do(x, 1) (3)

Donde B es el campo de velocidades conocido, solenoidal
(V-B=0), que indica la condicién de incompresibilidad; ¢ es una
funcién de nivel (o Level Set) suave, definida en todo el domi-
nio espacial €2, que incluye las 2 fases de los fluidos involucrados
(liquida y gaseosa) que debe ser determinada para cada instante de
tiempo t € [0, T] y definida asi:

>0 si xe
Ppx,t)=< =0 si xely (4)
<0 si xefy
x indica la posicién espacial donde la funcién es evaluada,
Q=QUQy, Qgy=Q\ ), los subindices | y g se refieren a las fases

liquida y gaseosa respectivamente y su interfase es definida como:
T; = {XI¢(x, t) = 0}; sign(¢) es la funcion signo, dada por:

sign(¢) = 2(He(¢) — 1/2) (5)

donde H¢(¢) es una funcién tipo Heaviside, definida asi:

0 si ¢ < —€
1 ¢ 1 . (mp .

He(¢)={ 5 [1+ ¢+ sin (?)} si |¢| <€ (6)
1 si ¢p>¢€

€ e |}t es un valor pequefio que esta directamente relacionado
con el espesor de la interfase, que es aproximadamente 2¢/ || [4].
La funcién Heaviside se usa para proporcionar una variacién suave
delavariable ¢ paraque cuando |¢| < € entonces | V| = 1y garan-
tizar un espesor de la interfase igual a 2¢, por lo que la seleccién
del valor de € debe estar ajustada al tamafio de los elementos cer-
canos a la interfase. En este trabajo el valor de € estd dado por
€ = tmin {he } donde h, es el tamafio caracteristico del elemento.

2.2. Discretizacion temporal

El método de Rothe [12] consiste en discretizar primero en el
tiempo y luego en el espacio. Discretizamos la ecuacién diferencial
(1) mediante el método de la regla trapezoidal generalizada en tér-
minos de ¢,(X) y ¢n(x), como se mostr6é en Henao et al. [17] y se
resume a continuacion:

Pni1 +B- Vi1 = sign(¢o) (7)
Pni1 = Bni1 + VAL D1 (8)
Pt = o+ (1 — V) Aty (9)
Sustituyendo la ecuacién (8) enla(7)y reorganizando términos:
Gt + B-V(ns1 + yAtdni1) = sign(go) (10)
Gt + B Vousr + YA V.1 = sign(go) (1)
Bna1 + B Vni1 = s (12)
donde
B = yALB (13)
Fas1 = sign(¢o) = B Vi (14)

En la ecuacién (2) el campo de velocidades, dado por el vector
B, depende del gradiente de la solucién transformando la ecuacién
(1) en una ecuacién no lineal. Si usamos pequefios pasos de tiempo
en el esquema de avance en el tiempo, podemos transformar la
ecuaciéon (1) en una ecuacién pseudo-lineal, «linealizando»dicha
ecuacion al usar el valor de la solucién del paso de tiempg inme-
diatamente anterior; esto se logra tomando los valores en f;;.

2.3. Discretizacion espacial

La ecuacién (12) puede interpretarse como una ecuacién de
conveccién-reaccion en estado estacionario para la variable ¢.
Reescribiendo:

ﬁ'vd’nﬂ —8¢n+1 :ﬁl (15)

donde el parametro o = —1.

Hay que hacer énfasis en esta idea, ya que realmente no existe
como tal un parametro de reaccién dentro de la ecuacién sino que,
al desarrollarse algebraicamente el esquema de Rothe, el término
dependiente del tiempo se asemeja al término reactivo. Por lo tanto,
el valor o = —1 no significa que haya absorcién o disipacién.

Ahora podemos reescribir el método de Galerkin en su forma
débil:

Ao, ¢h )= (", F(tn)) (16)
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