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Resumen

En este trabajo se presentan conceptos basicos acerca del calculo fraccional y
la reologia fraccionaria utilizados en el estudio del comportamiento visco-
elastico de materiales y la aplicacion de dicha metodologia en el modelado
del fenémeno de creep. También se presenta la soluciéon de una ecuacion
diferencial fraccionaria que modela dicho fendmeno. Las curvas que se obtu-
vieron experimentalmente se reproducen adecuadamente utilizando la solu-
cion de la ecuacion diferencial fraccionaria que modela el fenémeno de
creep. Por tltimo, se presentan comentarios y conclusiones acerca del bene-
ficio de emplear ecuaciones diferenciales fraccionarias en la simulacion de
fenémenos y problemas que se presentan en ingenieria.

Abstract

In this paper, basic concepts about fractional calculus and fractional rheology used
in the study of viscoelastic behavior of materials and the application of this meth-
odology in modeling the creep phenomenon are presented; also the solution of a
differential equation fractional modeling this phenomenon is commented. The
curves obtained experimentally were adequately reproduced using the solution of
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Introduccion

En las taltimas décadas, las ecuaciones constitutivas
para materiales viscoelasticos que involucran deriva-
das fraccionarias han cobrado un creciente interés. La
motivacion para el uso de arreglos constitutivos frac-
cionarios es en gran parte el hecho de que se requieren
menos parametros para representar el comportamiento
viscoelastico de materiales que los requeridos, cuando
se usan los arreglos tradicionales de orden entero. Los
arreglos fraccionarios permiten variar de una manera
mas amplia los pardmetros reolégicos y manipularlos
usando las transformadas de Fourier y Laplace.

Hasta el momento, la actividad experimental (a ni-
vel internacional) para determinar el comportamiento
reologico clasico de los suelos es amplia. También se
estd trabajando en la determinacidon experimental de
propiedades reologicas fraccionarias en materiales vin-
culados con la industria del alimento, agricultura (Nea-
man y Singer, 2004), textiles, e incluso en propiedades
de tejidos biologicos (Jager y Lackner, 2008) que se em-
plean en bioingenieria, por ejemplo de arterias y huesos
humanos (Robert et al., 2006).

A continuacién se hace una breve introduccién al
concepto de reologia fraccionaria y se presentan los
conceptos basicos de calculo fraccionario.

Reologia clasica

En el 4rea de interés se han llevado a cabo estudios de
caracteristicas de resistencia de mezclas de suelos y as-
faltos, bajo ciertas condiciones de esfuerzos (Abdel-
hady y Herrin, 1965). Aplicando esfuerzos constantes
se observa la evolucion de las deformaciones en el tiem-
po, por ejemplo pruebas de creep. En Sheldon (2008) se
presentan estudios de materiales viscoeldsticos que po-
seen mezclas de propiedades viscosas y elasticas. Como
es usual, esto se caracteriza mediante conjuntos de re-
sortes y amortiguadores.

En lo referente a actividades experimentales, se tie-
ne una amplia gama de investigaciones, como el estu-
dio de propiedades reologicas de suelos humedos bajo
esfuerzos constantes y oscilatorios (Teamrat y Dani,
2001). Se ha estudiado el efecto de cambios en la estruc-
tura del suelo por la actividad y procesos agricolas.
También se han investigado las propiedades reoldgicas
de suelos, al ensayar especimenes en pruebas de torsion
con régimen cinematico, (Meschyan y Taslagyan, 2005).
Aigner et al. (2009) realizaron estudios multi-escala
para prediccién del comportamiento de mezclas de
concreto y asfalto. Se incluyen estudios del efecto de
temperatura en las propiedades viscoelasticas. En Aria-

ratnam et al. (2003) se presenta una evaluacion de pro-
piedadesreolodgicas de flujos de retorno en perforaciones
horizontales direccionales, muy ttil en fracturamiento
hidraulico.

Reologia fraccionaria

En este tema se tienen trabajos sobre visco-elasticidad en
arterias mediante experimentos de relajacion (Craiem y
Armentano, 2007). Para el ajuste de las curvas experi-
mentales se emplean pruebas uniaxiales y modelos de
ecuaciones diferenciales fraccionarias. También se han
realizado estudios de visco-elasticidad en huesos, utili-
zando modelos reoldgicos fraccionarios (Liu y Xu, 2008).
Asimismo, se tienen estudios con calculo fraccionario
donde se modelan ecuaciones constitutivas ligadas a teo-
rias moleculares para describir el comportamiento ma-
croscopico de medios visco-elasticos (Bagley, 1986).

En Schmidt y Gaul (2001) se presenta una imple-
mentacion para analisis, utilizando el método del ele-
mento finito de relaciones constitutivas que involucran
ecuaciones diferenciales fraccionarias. Con este tipo de
ecuaciones, el numero de pardmetros necesarios para
ajustar curvas experimentales es menor que con ecua-
ciones diferenciales con derivadas de orden entero.
También, se han hecho estudios de materiales con mi-
croestructura desordenada basados en geometria frac-
tal y célculo fraccionario (Carpinteri et al., 2004). Se
analiza también el efecto del tamafio de particulas en el
comportamiento estructural de muestras de materiales
heterogéneos y su relacion con el numero de pardme-
tros necesarios para el ajuste a curvas experimentales;
todo esto es muy ttil en estudios de fracturamiento. En
Koh y Kelly (1990) se presenta una aplicacién de deri-
vadas fraccionarias para andlisis de modelos con aisla-
miento de base para analizar problemas de aislamiento
de vibraciones.

Antecedentes de calculo fraccionario
y ecuaciones diferenciales fraccionarias

El concepto de calculo fraccionario no es nuevo existe
hace mas de tres siglos. Es una generalizacion de la di-
ferenciacion y la integracion ordinarias (enteras) a or-
denes no-entero (reales e incluso, complejos). El
nacimiento del calculo fraccionario se data en 1695. En
ese afno, L’'Hopital planted en una carta a Leibniz (Ara-
fet et al., 2008) la cuestion de como deberia entenderse
la expresion, introducida por el propio Leibniz:
d"f(t)

D" f(t) =
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