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Article history: We study Sobolev, Besov and Triebel-Lizorkin spaces on quantum tori. These spaces share
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Presented by Gilles Pisier descriptions of completely bounded Fourier multipliers on these spaces.
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RESUME

On considére les espaces de Sobolev, Besov et Triebel-Lizorkin sur un tore quantique ’]Tg de
d générateurs. Les principaux résultats comprennent : le plongement de Besov et Sobolev;
des caractérisations a la Littlewood-Paley pour les espaces de Besov et Triebel-Lizorkin;
une formule explicite de la K-fonctionnelle de (Lp(']l'g), Wf,(']l'g)); I'indépendance en 6 des
multiplicateurs de Fourier complétement bornés sur ces espaces.

© 2015 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

Version francaise abrégée

L'objectif de cette note est d’annoncer les principaux résultats de [16], qui étudie des espaces de fonctions sur les tores
quantiques. Soient d > 2 et 6 = (6;) une matrice carrée d’ordre d réelle et anti-symétrique. Le tore non commutatif de d
générateurs est I'algébre universelle .4y engendrée par d opérateurs unitaires Uy, ..., Uy vérifiant :

UpUj=e?™%U;Uy, 1<jk<d.

On pose U™ = U;'“ -»-U;"d pour m = (my, - --,mg) € Z%. Un polyndme est une somme finie de la forme suivante :
X = Z anU™,  ameC.
mezd

La forme linéaire sur la famille des polyndmes définie par x — 7(x) = op s’étend alors a un état tracial fidéle sur Ay. Soit
Tg l'algebre de von Neumann associée a la représentation GNS de t. Elle est le tore quantique de d générateurs. Si 6 =0,
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Tg = Loo(T9), olt T? est le d-tore usuel, muni de la mesure de Haar normalisée. Pour 1 < p < oo, Lp(’]I‘g) désigne I'espace
L, non commutatif construit sur (T4, 7) (voir [9] pour les espaces L, non commutatifs). La transformée de Fourier d’'un
élément x € L1(TY) est définie par

Xm)=t(U™*x), me 78,
Soit
S(Td) = { Z amU™ : {am} 70 Tapidement décroissant}.
meZd

Cest une sous-algébre dense de .4p. Comme dans le cas commutatif, S(Tg) porte une topologie naturelle localement
convexe. Son dual S’(Tg) est alors I'espace des distributions sur ’Jl‘g. Les dérivations partielles sur S(Tg) sont déterminées

par
3j(Uj) =2miU; et 0j(U) =0, k#j, 1<jk<d.

Pour m = (my,...,my) € N% on pose D™ = 8;"1 --~8(T" et |m|y =mq + --- +my. Comme d’habitude, les dérivations et la

transformée de Fourier se définissent sur S’(’]I‘g) aussi.
Fixons une fonction ¢ de Schwartz sur RY vérifiant la condition usuelle de Littlewood-Paley :

suppp C{£:27" <[] <2} et Y @@ *E)=1, £ #0.
keZ
Pour k > 0, soit ¢ la fonction dont la transformée de Fourier est égale a g0(2_k~). Définissons, pour toute distribution x
sur Tg,
Perx=Y_ @ *mxmu™.
meZd
Soient 1< p,q<oo, keN,a cR, et [*=(1—27) 2A)7, 0l A=324---+ 92. Les quatre familles d’espaces étudiés sont

définies comme suit :

e espaces de Sobolev :

WE(T)) = {x € S'(T§) : D™x € L,(T§) pour tout m € N avec m|y <k}.
e espaces de Sobolev fractionnels :

HY(TS = {x e S' (T : J*x € Lp(TH}.
e espaces de Besov :

1
BY (T§) = {x € S'(TG) : (RO + 2| @i+ xll] )7 < 00}
=0 plly

e espaces de Triebel-Lizorkin (p < o0) :

1
Fpe(T§) = {x e S'(TG) + [ (RO + 221G x?)? | a) < 00}.
k>0

Munis de leur norme naturelle, ils sont tous des espaces de Banach.

Les résultats obtenus peuvent se classer en cinq familles : (i) propriétés fondamentales ; (ii) caractérisations; (iii) inéga-
lités de plongement ; (iv) interpolation; (v) multiplicateurs de Fourier. Nos arguments se basent, de facon cruciale, sur des
multiplicateurs de Fourier.

1. Introduction

The aim of this note is to announce the main results of [16], which is a continuation of our previous work [2] on
harmonic analysis on quantum tori. This second part is devoted to the study of Sobolev, Besov and Triebel-Lizorkin spaces.
These spaces have never been investigated so far in the quantum setting, except two special cases to our knowledge. Firstly,
Sobolev spaces with the L,-norm were studied by Spera [10] in view of applications to the Yang-Mills theory for quantum
tori [11]. On the other hand, inspired by noncommutative metric spaces in noncommutative geometry, Weaver [14,15]
developed the Lipschitz classes of order « for 0 < @ <1 on quantum tori. This situation is in strong contrast with the
geometry of quantum tori on which there exist a considerably long list of publications. Presumably, this deficiency is due
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