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We give a complete classification of intertwining operators (breaking symmetry operators)
between spherical principal series representations of O (n + 1,1) and O (n,1) together with
explicit formulae of the distribution kernels. Further we use this to determine the breaking
symmetry operators between their irreducible composition factors.
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r é s u m é

Nous donnons une classification complète des opérateurs d’entrelacement (opérateurs de
brisure de symétrie) entre les représentations des séries principales sphériques de O (n +
1,1) et de O (n,1) ainsi que des formules explicites pour les noyaux de Schwartz de ces
opérateurs. Par la suite, nous déterminons les opérateurs de brisure de symétrie entre les
facteurs irréductibles des séries de composition correspondantes.

© 2013 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

Version française abrégée

Introduction

Toute représentation π d’un groupe G définit, par restriction, une représentation π|G ′ d’un sous-groupe donné G ′ ⊂ G .
En général, ce foncteur ne préserve pas l’irréductibilité. Si G est un groupe compact, alors toute représentation irréductible
et continue π de G est de dimension finie et la restriction π|G ′ est isomorphe à une somme directe des représentations
irréductibles π ′ de G ′ avec certaines multiplicités m(π,π ′). Ces multiplicités sont étudiées à l’aide des techniques combina-
toires. Toutefois, aucun algorithme pour retrouver les m(π,π ′) n’est connu à l’heure actuelle lorsque G ′ n’est pas compact.
Par ailleurs, si G ′ est non compact et la représentation π est de dimension infinie, alors la restriction de π à G ′ n’est
pas, en général, une somme directe de représentations irréductibles [3], et l’on doit considérer une notion alternative de
multiplicité.

Pour une représentation continue π d’un groupe de Lie réductif réel G dans un espace de Banach Hπ , le sous-
espace H∞

π des vecteurs C∞ de Hπ est équipé naturellement d’une topologie de Fréchet, et (π, Hπ ) donne lieu à une
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représentation continue π∞ de G dans H∞
π . Étant donné une autre représentation continue π ′ d’un sous-groupe réductif G ′ ,

nous considérons l’espace des opérateurs continus d’entrelacement que l’on appellera opérateurs de brisure de symétrie :

HomG ′
(
π∞,

(
π ′)∞)

.

La dimension m(π,π ′) de cet espace est déterminée par le (g, K )-module sous-jacent de π et le (g′, K ′)-module sous-jacent
de π ′ et cela d’une façon indépendante du choix des globalisations π et π ′ . Nous utilisons la même notation m(π,π ′) pour
désigner cette dimension et l’appelons la multiplicité de π ′ dans la restriction π|G ′ . Cette notion fournit une information
importante sur la restriction de π à G ′ . Notons que cette définition reste valable pour des représentations non unitaires.

En général, m(π,π ′) peut être infini. En effet, il a été démontré dans [6] que la multiplicité m(π,π ′) est finie pour
toutes les représentations irréductibles π de G et π ′ de G ′ si et seulement si le sous-groupe parabolique minimal P ′ de G ′
possède une orbite ouverte dans la variété de drapeaux rélle G/P , et m(π,π ′) est uniformément bornée si et seulement
si le sous-groupe de Borel de G ′

C
possède une orbite ouverte dans la variété de drapeaux complexe de GC . Par exemple,

m(π,π ′) est uniformément bornée si les algèbres de Lie (g,g′) de (G, G ′) sont des formes rélles de (sl(n+1,C),gl(n,C)) ou
encore de (o(n + 1,C),o(n,C)). Par ailleurs, des propriétés plus fines des multiplicités de la restriction d’une représentation
admissible et irréductible du groupe G = O (n) sur un corps local à un sous-groupe de la forme G ′ = O (n−1) sont formulées
par la conjecture de Gross et Prasad [1].

Dans la présente note, nous décrivons les multiplicités des représentations des séries principales sphériques ainsi que
leurs séries de composition pour les groupes G = O (n + 1,1) et G ′ = O (n,1).

Soit I(λ) l’espace des vecteurs C∞ d’une représentation de la série principale sphérique de G , et J (ν) celui de G ′ ,
où λ,ν ∈ C. La paramétrisation est choisie de telle sorte que I(λ) contient une sous-représentation de dimension finie si et
seulement si −λ ∈N, et J (ν) en contient une si et seulement si −ν ∈ N. Définissons Leven ⊂ // par :

Leven := {
(−i,− j): j � i et i ≡ j mod 2

}
,

// := {
(λ, ν) ∈C

2: λ − ν = 0,−2,−4, . . .
}
.

Nous obtenons :

Théorème 0.1.

m
(

I(λ), J (ν)
) =

{
1 si (λ, ν) ∈C

2 \ Leven,

2 si (λ, ν) ∈ Leven.

Afin de donner des formules explicites pour ces opérateurs de brisure de symétrie, nous réalisons I(λ) dans un sous-
espace de C∞(Rn) par restriction à une cellule de Bruhat ouverte, et J (ν) dans C∞(Rn−1).

Théorème 0.2. Il existe une famille d’opérateurs d’entrelacement Ãλ,ν ∈ HomG ′ (I(λ), J (ν)) qui dépend holomorphiquement de
(λ, ν) ∈ C

2 , qui soit non nulle pour tout (λ, ν) ∈ C
2 \ Leven et dont le noyau de Schwartz K̃λ,ν(x − y, xn) est donné pour

((x, xn), y) ∈R
n ⊕R

n−1 par :

K̃λ,ν(x, xn) := 1

Γ (λ+ν−n+1
2 )Γ (λ−ν

2 )
|xn|λ+ν−n(|x|2 + x2

n

)−ν
.

Parmi les propriétés importantes des opérateurs de brisure de symétrie, citons l’existence du prolongement analytique
en (λ, ν) ∈ C

2 et le fait qu’ils satisfont à des équations fonctionnelles avec les opérateurs d’entrelacement de Knapp–Stein
de G et de G ′ , respectivement. Le support du noyau de tout opérateur de brisure de symétrie est un sous-ensemble fermé
et invariant par G ′ de G/P × G ′/P ′ . En calculant les résidus des opérateurs de brisure de symétrie, nous obtenons une
nouvelle et simple preuve de la formule pour les opérateurs différentiels conformément covariants C̃λ,ν pour le plongement
Sn−1 ↪→ Sn qui ont récemment été découverts par A. Juhl [2]. Plus précisément, pour (λ, ν) ∈ //, posons l := 1

2 (ν − λ) et
définissons un opérateur différentiel :

C̃λ,ν = rest ◦
l∑

j=0

22l−2 j

j!(2l − 2 j)!
l− j∏
i=1

(
λ + ν − n − 1

2
+ i

)
�

j
Rn−1

(
∂

∂xn

)2l−2 j

.

Ici, rest dénote la restriction à l’hyperplan xn = 0. Ceci donne un opérateur différentiel d’entrelacement C̃λ,ν : I(λ) → J (ν),
d’ordre 2l.

Théorème 0.3. (Voir Théorème 3.5)

HomG ′
(

I(λ), J (ν)
) =

{
C Ãλ,ν si (λ, ν) ∈ C

2 \ Leven,

CΓ (λ−ν
2 ) Ãλ,ν ⊕CC̃λ,ν si (λ, ν) ∈ Leven.
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