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Abstract

In this Note we suggest a direct approach to study local minimizers of one-dimensional variational problems. To cite this article:
M.A. Sychev, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

Résumé

Minimiseurs locaux de problémes variationnels en une dimension et de problémes d’obstacle. Dans cette Note nous sug-
gérons une approche directe pour étudier les minimiseurs locaux de problemes variationnels monodimensionnels. Pour citer cet
article : M.A. Sychev, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

Version francaise abrégée

On consideére un probleme de minimisation de la forme (1), (2). Nous considérons en premier lieu le probleéme
d’obstacle (3). On suppose que la fonction L est convexe en v, et satisfait les hypotheses (H1) et (H2). Nos résultats
concernant le probleme d’obstacle sont les deux théorémes suivants :

Théoreme 1. Soit L vérifiant (H1)—(H2) et soient c, € > 0. Supposons f > g tels que || f|ly1.00, |glly1e < c.
Alors il existe 5 = 8(€) > 0 tel que le probleme (1)—(3) avec f(a) > A > g(a), f(b) > B > g(b) ait une solution
dans W' [a, b] dés que || f — gllc < 8. De plus, chaque solution u vérifie

il oo < max{|| fllze, g1z} +e.

Une plus grande regularité de f,g (C' ou C“%) se reporte sur u (C' ou CV“V). Ce résultat est uniforme en
les fonctions L qui satisfont (H1)—(H2), pourvu que ces hypothéses soient verifiées uniformément dans 1’ensemble
K,=la, bl x[—c—v,c+ v]2 pour un certain v > 0.
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Ce théoreme peut-étre précisé lorsque L est C3, voir Theorem 5.

Théoreme 2. Soit L satisfaisant (H1)—(H2) et soient ¢, > 0. On suppose || f ||c1e, l1gllcte < ¢, f > g. Il existe § > 0
et ¢,y > 0 tels que chaque probleme (1)—(3) ot f(a) > A > g(a), f(b) > B > g(b) ait une solution C' pourvu que
| f—gllc <8é. Deplus, ||ul|c1.y < c. Ce résultat est uniforme en les fonctions L satisfaisant (H1)—(H2) uniformément
dans un v-voisinage, v > 0, d’un compact K C R? contenant les graphes des fonctions f, g.

Une premiere application du Théoreme 2 est la correspondance entre minimiseurs locaux faibles et forts.

Théoréme 3. Si L satisfait (H1)—(H2), tout minimiseur local faible est C'% pour un o > 0 adéquat et est un minimi-
seur local fort. De plus tout minimiseur local faible isolé est fort.

Une autre application du Théoreme 2 est la suivante :

Théoreme 4. Soit L satisfaisant (H1)—-(H2) et u un minimiseur local isolé de (1), (2). Supposons que L, vérifie
(H1)—(H2) uniformément en n dans un voisinage Ve du graphe de u (voir Theorem 4). Si ||L, — L| c(v.y — 0 alors il
existe des minimiseurs locaux u, des problemes (1), (2), tels que |u, — u||c1 — O.

Dans le cas L € C3, la théorie classique montre sous des hypothéses de convexité adéquate que 1’équation d’Euler—
Lagrange est vérifiée et implique (5). On montre finalement I’alternative suivante :

Théoréme 5. Soit L € C3 tel que Ly, > 0 et u un minimiseur local de (1), (2). La situation est [’une de celles décrite
ci-dessous :

(1) il existe des solutions u;:', u, de (5) telles que u,‘f >u >u,, avec u,‘f décroissante en n, u, croissante en n,
telles que |\u;” —ul|c1, llu, — ullcr — 0 lorsque n — 00

(ii) Pour un certain € > 0, toutes les solutions des problémes de Cauchy w(a) = A, w(a) = «, « € [u(a), u(a) + €]
de (5) vérifient a la fois (2) et I’égalité J(w) = J (u), et il existe une suite croissante u,, de solutions de (5) telles
que u, <uet|u,; —u|c—0;

(iii) Pour un certain € > 0, toutes les solutions des problémes de Cauchy w(a) = A, w(a) = «, « € [u(a) — ¢, w(a)]
de (5) satisfont a la fois (2) et ’egalité J(w) = J(u), et il existe une suite décroissante u,‘f de solution de (5)

telles que ”;:_ > u et ||u,'1" —ullc1 = 0;

(iv) Pour un certain € > 0, toutes les solutions des problémes de Cauchy w(a) = A, w(a) = «, « € [u(a) — ¢,

u(a) + €] de (5) satisfont a la fois (2) et I'identité J(w) = J (u).
1. Introduction

Consider a minimization problem
b
J(u) = / L(x, u(x), b't(x)) dx — min, L(x,u,v):[a,b]x R? - R, (1)
a

ua@y=A, ub)=B, u:la,b]—R. 2)

Recall that u € C![a, b] is called a weak local minimizer (an isolated weak local minimizer) of the problem (1),
(2) if (2) holds and there exists € > 0 such that J () < J(w) (J(u) < J(w)) for any w € C'[a, b] that satisfies (2),
w#u and [lu — wllciy, p) < €. A function u € C'[a, b] is called a strong local minimizer (an isolated strong local
minimizer) of the problem (1), (2) if (2) holds and for some € > 0 we can guarantee that J (u) < J(w) (J(u) < J(w))
for all w € C'[a, b] such that w satisfies (2), w # u and |ju — W/ cla,p) < €. Any strong local minimizer is obviously
a weak local minimizer. Strong local minimizers are solutions of the problem (1)—(3) in the class C!, where

gsu</f, fg:la,b]—>R, 3)
for appropriate f, g, say for g =u — €, f = u + € with € > 0 sufficiently small.
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