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Résumé

Dans cette Note, nous prouvons un théoréme de décomposition de fonctions symétriques ou antisymétriques de N variables. De
telles fonctions sont utilisées en mécanique quantique pour décrire les états quantiques de bosons et de fermions respectivement.
Pour citer cet article : F. Alouges, C. Audouze, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A decomposition theorem for symmetric or skew-symmetric wave functions. In this Note, we prove a theorem for the
decomposition of symmetric or skew-symmetric functions of N variables. In quantum mechanics, this kind of function is commonly
used for the description of quantum states of bosons and fermions respectively. To cite this article: F. Alouges, C. Audouze, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let
L?(RSN) = {¢(x1, ..., XN) € Lz(R3N) symmetric},
and
L2 (]R3N) ={p@x1,....xn) € Lz(Rw) skew-symmetric}.
The aim of this Note is to prove the following theorem.

Theorem 0.1. Let ¢ € L?(R“] ) a symmetric function of N variables (x1, ..., xy) € R3N. There exist a sequence of
functions (f;)i>1 normalized in LZ(R3), ~viz>1, |fi l2@3) = 1), and a sequence («;); € 12 such that
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GOx1, . xN) =Y i fi(x1) - fi(xn), (1
i>1
lpl7. = af. 2)
i>1

The proof follows two steps. In a first step we build the sequence (o, fi) iteratively by solving minimization
problems (Ps,_,) for all k > 1, of type (7). Here, 6; is defined by

J
0j(x1.. . xN) = (1. xN) — Yy fi (1) fi(an)
i=1
with the convention that 6y = ¢. The minimization problems are proven to have a solution by means of standard
techniques, and we also get the equality

J
Vi=0. 1612, = 12— > ef.
i=1

In a second step, the series Zi>1 a; f; -+ f; is shown to converge strongly to ¢ in L?(R3V), using an estimation
coming from a careful study of the sequence of Euler—Lagrange equations.

The method explained for the symmetric case also applies in the skew-symmetric one and gives a decomposition
of any skew-symmetric function ¢ as

G(xin...xn) =Y aidet(x]. ... xk)- 3)
i>1
lpl7. = af, @)
i>1

where ( X;-) i,j are L? normalized functions that satisfy Vi, f X ; X ;{ = djk, which is a priori different from the known
decomposition in Slater’s determinants since the determinants involved in (3) are not necessary orthogonal.

1. Introduction

Dans cette Note, nous considérons des fonctions symétriques ¢ de N variables (respectivement antisymétriques),
c’est-a-dire vérifiant ¢ (x1,...,xy) = ¢(Xs(1), ..., Xo(N)) POUT toute permutation o de I’ensemble {1,..., N} (res-
pectivement ¢ (x1,...,xy) = (—I)Sg“(”)qﬁ(xa(l), ..., Xg(N)))- De telles fonctions jouent un rdle crucial en physique
quantique lorsque I’on considere des fonctions d’onde de bosons et de fermions respectivement. Pour simplifier 1’ex-
posé, les variables seront prises dans R (ce qui est le cas pertinent pour les applications), mais tous les résultats
restent vrais si on les considere dans R? pour d quelconque. De méme, les fonctions d’onde considérées ne dépen-
dent pas explicitement du spin et seront a valeurs réelles ; néanmoins, les méthodes ainsi que les résultats exposés ici
s’étendent sans difficulté & des fonctions d’onde dépendant du spin ou a valeurs complexes.

On pose

L?(R3N) = {¢(x1, ..., XN) € LZ(R3N) symétrique},
et
Lg (R3N) = {¢(x1, ..., XN) E L2(R3N) antisymétrique}.

On propose de donner une preuve constructive au théoreme suivant.

Théoreme 1. Soit ¢ € L%(R3N ) une fonction symétrique de N variables (x1,...,XN) € R3N . 11 existe une suite de
fonctions f; € L>(R?), || fi l 2@r3y = 1, ainsi que des coefficients a; € 1% tels que
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