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Abstract

New existence and regularity results are given for non-linear elliptic problems with measure data. The gradient of the solution is
itself in an optimal (fractional) Sobolev space: this can be considered an extension of Calderén—Zygmund theory to measure data
problems. To cite this article: G. Mingione, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

Résumé

Estimations de type Calderon—-Zygmund pour des problemes avec données mesures. On établit de nouveaux résultats
d’existence et régularité pour des problemes elliptiques non-linéaires avec données mesures. Le gradient de la solution appar-
tient lui-méme a un espace de Sobolev (fractionnaire) optimal, ce que 1’on peut considérer comme une extension de la théorie de
Calderén—Zygmund aux problémes avec données mesures. Pour citer cet article : G. Mingione, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344
(2007).
© 2007 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

Version francaise abrégée

Considérons le probleme de Dirichlet (1) sous les hypotheses (2), (3), ou u est une mesure de Radon de variation
totale finie. Un théoréme classique de Boccardo et Gallouét [4,5] assure 1’existence d’une solution, au sens des dis-
tributions, u de (1), dont le gradient Du vérifie les propriétés de régularité (5). Nous nous proposons ici de montrer
qu’une telle propriété, unique résultat de régularité connu pour les solutions, est en fait une conséquence d’un résultat
de régularité plus profond pour Du. Nous montrons en effet que Du appartient a un espace de Sobolev (fractionnaire)
optimal : plus précisément, (9) a lieu. Nous obtenons alors en corollaire, le résulat d’intégrabilié (5), via le theoreme
d’injection de Sobolev dans le cas fractionnaire. Nous obtenons également de substantielles améliorations des résul-
tats, a la fois d’intégrabilité et de différentiabilité, dans le cas ou la mesure p vérifie la conditon de diffusion (15).
Nous démontrons en effet, sous cette hypothese, de nouvelles estimées optimales, de Marcinkiewicz pour le gradient,
donnant ainsi une version non-linéaire d’un théoréme de D. Adams [1]. La condition (15) permet également d’amé-
liorer le taux de différentiabilité de Du ; nous prouvons en outre une estimée de décroissance de type Morrey pour
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la dérivée fractionnaire. Les démonstrations utilisent des arguments de localisation, reposant sur un certain type de
décomposition dyadique du domaine, combinés avec des arguments de comparaison locale.

1. Introduction and function spaces

Let us consider the following Dirichlet problem:
—diva(x, Du)=p in $2, u=0 ondsf2. @)

Here we assume that 2 C R" is a bounded domain, pu is a signed Radon measure with finite total variation |u|(£2) <
00, and a: £2 x R" — R” is a Carath¢odory vector field satisfying the following standard monotonicity and Lipschitz
assumptions:

-2)/2
v(s? 4+ 212+ 222) "1

la(x, 22) —aCe, 20| S L(s2 + |21 + 12212) PP lza — 21, Jax, 0)] < LsP™!,

for every z1, 22 € R”, x € £2. When referring to the structural properties of @, and in particular to (2), we shall always
assume p =22, n 22, 0<v <L, s >0. The measure u will be considered as defined on the whole R" by simply
letting | |(R™ \ £2) = 0. Sometimes, we shall also use the following assumption:

—zl* <lalx,22) —a(x, z1), 22 — 21),
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la(x, 2) —a(xo, 2)| < LIx — xol(s® + 121%)?~"%, forall x, xo € 2, and z € R". 3)

-2
Assumptions (2) are modeled on the basic example —div[e(x)(s® + |Du|2)pT Du] = u, where v < c(x) < L. An
important instance is the p-Laplacian operator with measure data: —Au = — div(|Du|?~?Du) = . For the prob-
lem (1) we shall adopt the following distributional-like notion of solution, compare with [4]:

Definition 1.1. A solution u to the problem (1) under assumptions (2), is a function u € WO1 o1 (£2) such thata(x, Du) €
LY(£2,R") and

/a(x,Du)Dwdx:/god/L for every ¢ € C2°(82). (C))
2 2

The study of problem (1) began with the fundamental work of Littman, Stampacchia and Weinberger [12,15], who
treated linear equations with measurable coefficients. When referring to Definition 1.1, the existence theory for the
general quasilinear Leray—Lions type operators in (1) has been established in the by now classical papers of Boccardo
and Gallouét [4,5], who proved the existence of a solution u to (1) such that

DueL?(22,R") foreveryq <b:=n(p—1)/(n—1) when p<n. 5)

The solution found in [4] is obtained via approximation with ‘regular data’, that is, solving auxiliary problems
—diva(x, Duy) = fy, u, € WO1 P (£2), where fn 1s a suitable mollification of w; then a combination of a priori and
convergence estimates yields the existence. These are the so-called Solutions Obtained as Limits of Approximations
(SOLA), and are the solutions we are going to deal with here. Distributional solutions as (4) are not unique, and
uniqueness is indeed the main open problem in the theory: identifying a suitable functional class where a unique
solution can be defined and found. Despite several attempts such a problem remains mostly unsolved but when p =n
[9,10], or in the case where w is an L!-function [3,6,8] when so-called entropy and renormalized solutions come into
the play.

Inclusion (5) is optimal in the scale of Lebesgue spaces, as Du ¢ L” in general. The counterexample is given
by the Green’s function for the p-Laplacian operator, that is the (unique) solution to A,u = 8y, which is propor-
tional to |x|?~/@=D: here §y denotes the Dirac measure charging the origin. Anyway (5) can be sharpened using
Marcinkiewicz spaces [3], see below, since

Du e M(2.R"). (©6)

When p > n instead, 1 belongs to the dual of W7, and the existence of a unique solution in the natural space
WO1 "P(£2) follows by standard methods of the theory of monotone operators.
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