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r  e  s  u  m  o

Um  modelo  numérico  da  equaç ão de  difusão  unidimensional  com  fluxo  bimodal  em  regime  permanente  e
malhas  uniformes  foi  desenvolvido  utilizando-se  o  método  de  volumes  finitos.  Esta  equaç ão  possui,  além
do fluxo  de difusão,  fluxo  de  Fick,  um  outro  fluxo  denominado  fluxo  secundário  ou fluxo  de  retenç ão.  No
modelo  desenvolvido,  analisaram-se  as  intensidades  normalizadas,  parceladas  e distintas  para  ambos  os
fluxos.  Neste  trabalho,  também  foram  estudados  os  comportamentos  dos  erros  numéricos,  relativos  aos
diferentes  parâmetros,  e.g.,  amplitude  e frequência  da soluç ão como  também  para  condiç ões  de  contorno
distintas.  Os  resultados  numéricos  mostram  o  bom desempenho  do modelo  proposto.
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a  b  s  t  r  a  c  t

A  numerical  study  of  unidimensional  and  steady  state  bimodal  flux diffusion  equation  has  been  developed
using  the  Finite  Volume  Method.  In addition,  with the Fick’s  flux,  this  equation  has  another  flux  named
retention  or  secondary  flux. The  influence  of  each  flux has  been  analysed  in  this  work.  The  influence  of
several  different  parameters,  such  as boundary  conditions  or  amplitude  and frequency  of  the  solution,  in
the numerical  errors  has  been  studied.  Numerical  results  show  the  performance  of  the  proposed  model.
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1. Introduç ão

O modelo universalmente adotado para descrever a difusão de
um soluto em um meio contínuo baseia-se na lei de Fick. Contudo,
há na literatura relatos que descrevem processos difusivos que não
seguem esta lei [1–5]. Bevilacqua et al. [6–8] apresentaram uma
formulaç ão analítica para descrever o processo difusivo em que
ocorre uma  forma de retenç ão do fluxo de Fick em um meio reativo
sob condiç ões termodinâmicas estáveis. Baseado nestas e outras
consideraç ões, estes autores propuseram a seguinte equaç ão para
descrever tal fenômeno para uma  situaç ão unidimensional:
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O termo de quarta ordem da Eq. (1) foi denominado origi-
nalmente de termo de difusão de retenç ão [6,7]. Em trabalhos
posteriores, houve uma  mudanç a na nomenclatura para termo
de difusão secundária [8]. Nesta nova nomenclatura a difusão de
Fick passou a ser denominada de difusão primária. Adotaremos a
segunda opç ão para diferenciar os fluxos envolvidos no processo
difusivo bimodal em análise neste trabalho. Desta forma, na Eq.
(1),
(

1 − ˇ
)

k22 representa o coeficiente de difusão de Fick, e que

denominaremos de difusão primária, e ˇ
(

1 − ˇ
)

k44 o coeficiente
de difusão de retenç ão, que denominaremos de difusão secundária.
Tem-se, ainda, que 0 ≤  ̌ < 1 e neste trabalho os valores de k22 e k44
são constantes. Nas situaç ões em que  ̌ = 0 ou k44 = 0, a Eq. (1) se
reduzirá a forma clássica da lei de Fick, i. e., uma  equaç ão para um
fluxo de difusão unimodal.

Os trabalhos de Bevilacqua et al. [6–8] abordaram quase que
exclusivamente a apresentaç ão da teoria que levou ao desenvol-
vimento da Eq. (1), enquanto a apresentaç ão de uma  metodologia
para resolver esta equaç ão foi tratada de forma secundária. Neste
trabalho, trataremos exclusivamente da utilizaç ão do método de
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volumes finitos (MVF) para resolver numericamente o sistema
composto pela Eq. (1) e suas respectivas condiç ões de contorno.
Neste ponto, para melhor compreensão das hipóteses que leva-
ram à elaboraç ão da Eq. (1), recomenda-se a leitura dos artigos
supracitados.

O grande desafio na modelagem da Eq. (1) é descrever de
maneira adequada o termo envolvendo a derivada de quarta ordem.
Isto porque enquanto o termo transiente e aquele que contém a
derivada de segunda ordem são encontrados frequentemente na
literatura, derivadas de quarta ordem são bem menos encontradas
na modelagem de problemas que envolvem fenômenos de trans-
porte.

O objetivo principal deste trabalho é o de apresentar a
discretizaç ão da Eq. (1) através do MVF, de forma que tanto o
termo com a derivada de segunda ordem quanto o de quarta
ordem estejam corretamente modelados, independente dos valo-
res de k22 ou k44. Portanto, desconsiderou-se o termo transiente
da Eq. (1), com o propósito de destacar os problemas que pos-
sam vir a surgir nas soluç ões numéricas relativas aos sistemas de
equaç ões discretizadas de balanç o espacial. Os problemas associ-
ados à discretizaç ão temporal serão objeto de um futuro trabalho.
Desta forma, a equaç ão objeto deste trabalho restringe-se a Eq. (2):

�22
d�2

dx2
− �44

d�4

dx4
+ B (x) = 0 (2)

Discretizando-se a Eq. (2), c.f., utilizando técnicas do MVF  [9],
obtém-se:
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)

+ B (xi) h = 0 (3)

Na Eq. (3), xi representa a coordenada do centro do i-ésimo
volume de tamanho h, detalhado na figura 1.

A seguir, são apresentadas e discutidas formas diferentes para
avaliar os fluxos primário e secundário. Inicialmente, trata-se
da modelagem dos fluxos que serão utilizados na definiç ão das
equaç ões do MVF, isto para os volumes internos. Em seguida, para
avaliar os fluxos dos volumes adjacentes, trata-se às fronteiras do
contorno. Após detalhar a equaç ão discretizada, apresentam-se os
resultados obtidos com esta metodologia.

2. Modelo simplificado

Podem-se escrever os valores das variáveis nos centros dos volu-
mes  em funç ão de expansões em série de Taylor em torno da
interface. Desta forma, para a interface esquerda do volume gené-
rico «i» tem-se que:
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Figura 1. Esquema dos volumes internos.
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Os índices presentes nas Eqs. (4) a (7) estão representados na
figura 1. Resolvendo-se o sistema linear de equaç ões formado pelas
Eqs. (4) e (5), obtém-se uma  aproximaç ão para o fluxo primário na
interface a esquerda do volume «i»:
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Utilizando-se o mesmo  procedimento empregado na obtenç ão
da Eq. (6), pode-se obter o fluxo primário para a interface direita do
volume «i»:
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Para a avaliaç ão do fluxo secundário foram realizadas expan-
sões em série de Taylor em torno das faces dos volumes, da mesma
maneira utilizada na obtenç ão das Eqs. (6) e (7). Obviamente que
para se obter uma  aproximaç ão de uma  derivada de terceira ordem
serão expansões em 4 pontos. Nesse caso, além dos pontos definidos
pelas Eqs. (4) e (5), utilizou-se as seguintes expansões na definiç ão
do fluxo secundário na face esquerda do volume:
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A soluç ão do sistema linear de equaç ões envolvendo as Eqs. (4),
(5), (8) e (9) leva a uma aproximaç ão do fluxo secundário na face
esquerda do volume:
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Utilizando-se o mesmo  procedimento empregado para a
obtenç ão da Eq. (10) para se obter o fluxo secundário na face direita
do volume, chega-se a seguinte equaç ão:
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A Eq. (10) não pode ser utilizada para calcular os fluxos secundá-
rios das faces esquerdas dos seguintes volumes: primeiro, segundo
e último. Para estas faces devem-se calcular os fluxos de outra
maneira, como mostraremos mais adiante. O mesmo  se pode dizer
para o cálculo do fluxo secundário das faces direita do primeiro, do
penúltimo e do último volume. Para estes volumes, a Eq. (11) não
pode ser empregada.
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