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Pathwise integration with respect to
paths of finite quadratic variation

Anna ANANOVA ? & Rama CONT &P

aDepartment of Mathematics, Imperial College London.
b Laboratoire de Probabilités et Modéles Aléatoires, UMR 7599 CNRS-Paris VI.

Abstract

We study a pathwise integral with respect to paths of finite quadratic variation,
defined as the limit of non-anticipative Riemann sums for gradient-type integrands.
We show that the integral satisfies a pathwise isometry property, analogous to the
well-known Ito isometry for stochastic integrals. This property is then used to rep-
resent the integral as a continuous map on an appropriately defined vector space
of integrands. Finally, we obtain a pathwise ’signal plus noise’ decomposition for
regular functionals of an irregular path with non-vanishing quadratic variation, as a
unique sum of a pathwise integral and a component with zero quadratic variation.

Résumé

Intégration trajectorielle par rapport a des trajectoires de variation qua-
dratique finie.

Nous construisons une intégrale, définie comme limite de sommes de Riemann
non-anticipatives, par rapport a des trajectoires multidimensionnels irrégulieres de
variation infinie mais de variation quadratique finie. Cette construction permet
d’intégrer des intégrands qui se représentent comme une dérivée directionelle d’une
fonctionelle réguliere de la trajectoire. Nous montrons une formula d’isométrie, qui
est une version trajectorielle de la formule d’isométrie d’'Ito. Cette propriété per-
met d’obtenir une version trajectorielle de la décomposition ’signal plus bruit’ :
étant donné une trajectoire irréguliere de variation quadratique strictement crois-
sante, nous montrons que toute fonctionelle réguliere de cette trajectoire admet une
unique décomposition comme somme d’une intégrale trajectorielle et une compo-
sante réguliere de variation quadratique zéro.
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