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RESUME

Dans le présent article, nous montrons qu'une transformée de Legendre adéquate des
fonctions de Bellman, issues de probléemes de martingale, fournit le bon outil pour
démontrer les inégalités isopérimetriques sur le cube de Hamming, indépendamment de
la dimension. Nous illustrons la puissance de cette «approche par fonction duale» en
démontrant une inégalité de Poincaré et en améliorant une inégalité de Beckner sur le
cube de Hamming.
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Version francaise abrégée

Le résultat principal de cet article est le théoréme suivant, qui montre une dualité interessante entre les fonctions de
Bellman issue de problémes de martingale et les résultats isopérimetriques sur le cube de Hamming.
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Théoréme 0.1. Soit U(p, q) une fonction continue sur R x R, concave en p et convexe en g, telle que lim|p|— oo (px + U(p, 0)) =
—00, 1imq—>oo(_qy +U(0,q)) = o0,

2U(p,lgh = U(p +a,y/a*> +1q>) + U(p —a,\/a® +¢?).
Alors M(x, y) := infg<o sup, (px +qy + U(p, 19])), (x, y) € R x R satisfait I'inégalité a deux points suivante :

1
M&, 1yl) = 5 <M(X+a, V@ + Iy +bI5) +Mx—a,\/a® +ly —b||2)) . (1)

x,acR, y,beRN N>1.

Théoréme 0.2. Soit Q2 C R, et soit M(x, y) une fonction satisfaisant (1), alors, pour chaque n et chaque f : {—1,1}" — Q, on a
'inégalité suivante

EnM(f, IV f]) < M(Enf,0). (2)

En combinant ces deux resultats, on obtient des inégalités nouvelles sur le cube. Bien entendu, on obtient aussi les
inégalités isopérimetriques pour la mesure gaussienne. On illustre cette construction en démontrant certaines inégalités de
Beckner et Poincaré sur le cube de Hamming.

1. Applications

Consider the Hamming cube {—1,1}" of an arbitrary dimension n > 1. For any f :{—1,1}" — R define the discrete
gradient

B 2
|Vf|2(x)=z<f(x) f(Y)> 7

2
y~x
where the summation runs over all neighbor vertices of x in {—1, 1}"". Set E,, f = 2in er{fl,l}" f(x).

Theorem 1.1. Forany 1 < p <2,n>1,and any f : {—1,1}" — R, we have

sp (Enl fIP — [En fIP)!/P < En|V fIP)V/P. (3)
Here p' = p’%l is the conjugate exponent of p, and by sq we denote the smallest positive zero of the confluent hypergeometric function
1F1(-4. 1, %)-

Let o > 2, and let Ny (x) be the confluent hypergeometric function. Ny (x) satisfies the Hermite differential equation

Ny (x) —xNj,(X) + &Ny (x) =0 for xeR (4)
with initial conditions Ny (0) =1 and N/,(0) = 0. In Theorem 1.1, s, is the smallest positive zero of Ny, oz = p’.
Theorem 1.2. Foranyn > 1, and any f : {—1,1}" — R, we have

En (f +i|V D> < R(Ef)*2, (5)

where z3/2 is taken in the sense of the principal branch in the upper half-plane.
Inequality (5) improves Beckner’s bound for exponent p = 3/2, see [7]. The function M(x, y) = % (x +1iy)>/? is in fact

Inequality (5) takes the dimension free form

En M(f,IVf]) < M(En f,0), (7)

where E, is the expectation on the Hamming cube {—1, 1}". As it is easy to see that pointwisely

3 1 /

3/2 —1/2,,2 2 2 2 2

X — =X < (2x X4+ y) xt+ys+x, x>0,
8 Y V2 \/ Y y
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