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Abstract

Nonlinearly elastic thin membrane models are derived for hyperelastic incompressible materials usingΓ -convergence ar-
guments. We obtain an integral representation of the limit two-dimensional energy owing to a result of singular functionals
relaxation due to Ben Belgacem [ESAIM Control Optim. Calc. Var. 5 (2000) 71–85 (electronic)].To cite this article: K. Tra-
belsi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Résumé

Membranes minces non linéairement élastiques incompressibles. Des modèles de membranes minces non linéairement
élastiques sont obtenus pour des matériaux hyperélastiques incompressibles via des arguments deΓ -convergence. Nous ob-
tenons une représentation intégrale de l’énergie bidimensionnelle limite grâce à un résultat de relaxation de fonctionnelles
singulières dû à Ben Belgacem [ESAIM Control Optim. Calc. Var. 5 (2000) 71–85 (électronique)].Pour citer cet article : K. Tra-
belsi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Version française abrégée

On considère un corps élastique mince de la formeΩε = ω × ]−ε, ε[ dont la surface moyenneω est un ouvert
borné deR

2 à frontière lipschitzienne etε, son épaisseur, est le petit paramètre. On suppose que le corps est
constitué d’un matériau hyperélastique incompressible dont la densité d’énergie est donnée par (1). Dans cette
configuration la plaque subit une déformationϕε : �Ωε → R

3 qui devrait être une solution du problème(P ε) où
Jε(ϕ

ε) = Iε(ϕ
ε) − �ε(ϕ

ε), Iε et �ε étant définies dans (2). Par ailleurs, on suppose que la fonctionW obéit à des
hypothèses de croissance et de coercivité données par(H). Par conséquence, l’espace des déformations admissibles
est donné par (3) où la contrainte det∇ψε = 1 exprime l’incompressibilité du matériau. On remarque qu’aucune
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hypothèse de convexité n’est faite surW de sorte que la classe des énergies est assez grande pour inclure le matériau
de Saint Venant–Kirchhoff, ainsi que les matériaux de type Ogden ; voir par exemple Ciarlet [6].

Le but de cette Note est d’étudier le comportement des suites minimisantes pour la suite d’énergies(Jε)ε>0
sur les espaces(Vε)ε>0. Pour ce faire, il est utile de se ramener à un domaine fixe. A cet effet, on opère
le changement d’échelleπε défini par (πεf )(x1, x2, x3) = f (x1, x2, εx3) et on noteI (ε)(ψ) = ε−1I ε(πεψ),
�(ε)(ψ) = ε−1�ε(πεψ) et J̄ (ε) = I (ε) − �(ε). De même, on définitΩ = Ω1, Γ± = Γ 1± ,Γ = Γ 1, U = U1 et
x = (xH , ξ) ∈ ω × [−1,1]. De la sorte, l’espace des déformations admissibles est donné par (4). Enfin, on suppose
queb(ε) = b etg(ε) = εg pour simplifier. Mise à l’échelle ainsi, une suite minimisante(ψ(ε))ε>0 ⊂ V(ε) de J̄ (ε)

vérifie (5) oùh est une fonction positive telle queh(ε) → 0 lorsqueε → 0. Le comportement asymptotique d’une
telle suite est décrit par laΓ -limite de la suite de fonctionnelles(J̄ (ε))ε>0 par rapport à la topologie faible de
W1,p(Ω;R

3) ; voir De Giorgi [8] et Dal Maso [7]. Cependant, pour éviter de travailler avec la topologie faible
de W1,p(Ω;R

3) qui n’est pas métrisable sur les ensembles non-bornés, il est classique d’étendre les énergies à
Lp(Ω;R

3) comme dans (6).
Le résultat principal annoncé dans cette Note est la dérivation d’un modèle non linéaire membranaire de corps

minces incompressibles par l’identification de laΓ -limite de la suite de fonctionnelles(J (ε))ε>0. Introduisons
d’abord l’espaceM(ω) = {ϕ̄ ∈ W1,p(Ω;R

3): ϕ̄,ξ = 0 et ϕ̄|U (xH , ξ) = (xH ,0)} des déformations membranaires.
Alors on établit le Théorème 3.1. On remarque que l’énergie limiteJ (0) ne dépend plus de la troisième variableξ .
De plus, la densité d’énergieQRW0 ne dépend que de la première forme fondamentale de la déformation. En ce
sens, cette énergie décrit un corps élastique membranaire.La démonstration de ce théorème repose sur un résultat de
Fonseca [9]. La motivation principale a été l’article [5] de Ben Belgacem concernant la relaxation de fonctionnelles
singulières dont l’enveloppe rang-1-convexe est partout finie, ce qui est le cas pourW0. Rappelons aussi que Ben
Belgacem a aussi mené une analyse asymptotique semblable à la nôtre dans [3] pour unmatériau compressible
dont l’énergie vérifieW(F) → ∞ si detF → 0 ; voir aussi [4]. La démonstration se fait par double inégalité ; c’est
la démarche classique voir Le Dret et Raoult [11] et Acerbi et al. [1]. La borne inférieure est une conséquence aisée
des propriétés des enveloppes rang-1-convexe et quasiconvexe. L’obtention de la borne supérieure est la difficulté
principale. On commence par obtenir une borne supérieure valable pour des immersions, ensuite on passe par
les applications affines par morceaux et localement injectives en affinant à chaque fois un peu plus la majoration
avant d’aboutir à l’inégalite voulue. On fait aussi appel à un résultat de Kohn et Strang [10] et au théorème de
recouvrement de Vitali.

Notons que l’énergie limite est séquentiellement semicontinue inférieurement faible dansW1,p(ω;R
3) par le

théorème de relaxation dans [5] et aussi commeΓ -limite de fonctionnelles coercives. Une question naturelle s’im-
pose : l’énergie bidimensionnelle(QRW)0 ne conviendrait-elle pas comme approximation? N’éviterait-elle pas la
relaxation ? La réponse est non,RW n’est pas finie et [5] n’est donc pas applicable. De plus, rien ne garantit que
la fonctionnelle ainsi définie soit séquentiellement semicontinue inférieure faible dansW1,p(ω;R

3). Enfin, nous
insistons sur le fait qu’il est inutile d’imposer une condition de convexité surW puisqu’elle n’est pas en général
héritée parW0 ; voir par exemple Trabelsi [13].

Dans la Proposition 3.2, on montre que les propriétés essentielles requises pourW comme l’indifférence ma-
térielle et l’isotropie sont transmises àQRW0. On remarque que comme dans le cas d’une énergie finie (Le Dret
et Raoult [11]) ou singulière (Ben Belgacem [3,4]), la membrane incompressible ne résiste pas à la compression
d’après le(iii) de la Proposition 3.2 ; voir aussi Trabelsi [12]

Les démonstrations complètes des résultats annoncés ainsi que d’autres remarques sont données dans Tra-
belsi [14].

1. Introduction

Let (ei)i=1,2,3 be an orthonormal basis ofR3. Partial differentiation of a function or a vector fieldψ with
respect to the vectorei is denotedψ,i and its gradient (matrix) is denoted∇ψ . In its reference configuration, the
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